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VorwortJames [2] f�uhrte den K�r-Modul M�;! ein (! = (1r); � ` r) und bestimmte die Basender darin enthaltenen Vektorr�aume D�#;�;! ((�#; �) ein Paar von Partitionen f�ur r).Im ersten Kapitel verallgemeinern wir zun�achst James' De�nition von �-Tabloiden auf �-Tabloide vom Inhalt �, wobei � eine uneigentliche Partition von r in h�ochstens r Teile ist.Dann folgt eine Erweiterung seines Basissatzes auf die Vektorr�aume D�#;�;� �M�;�.Diese R�aume wurden auf ihre Eigenschaften als Codes n�aher untersucht. Dabei sindCodes mit guten Eigenschaften gefunden worden, die im zweiten Kapitel, nach einerCodierungstheoretischen Einf�uhrung, n�aher beschrieben werden.Zum �Uberblick von James-Gewichtsr�aumen als Codes sind im Anhang dieser Arbeit ei-nige Tabellen.Im dritten Kapitel werden trace-kompatible K�orpererweiterungen endlicher K�orper be-handelt, die Scheerhorn [6] eingef�urt hat. Es wird die Existenz trace-kompatibler Poly-nome gezeigt und die Implementierung endlicher K�orper f�ur das Algebrasystem SYM-METRICA vorgestellt.An dieser Stelle m�ochte ich Herrn Dr. Karl-Heinz Zimmermann vom Lehrstuhl f�ur In-formatik danken, der mir mit Rat und Tat zur Seite stand, und mit dem es viel Spa�gemacht hat, im Dschungel der James-Gewichtsr�aume nach guten Codes zu suchen. Ichdanke Herrn Prof. Dr. Adalbert Kerber f�ur die Unterst�utzung und F�orderung der Ar-beit.Au�erdem danke ich Herrn Alfred Scheerhorn vom IBM Scienti�c Center in Heidelbergund Herrn Dr. Axel Kohnert, ohne die die Implementierung endlicher K�orper f�ur SYM-METRICA nicht m�oglich gewesen w�are.Bayreuth, den 14. August 1992 Ulrich Eidt
2



Kapitel 1DarstellungstheoretischeGrundlagen1.1 �-Tabloide vom Inhalt �Wir zeigen in diesem Unterkapitel die 1:1 Beziehung zwischen den �-Tabloiden vomInhalt � und den ��-Orbits von �-Sequenzen. Diese Beziehung nutzen wir dann f�ureinen Algorithmus zur Konstruktion einer Transversale der �-Tabloide vom Inhalt �.Sei also r eine positive ganze Zahl, � eine Partition von r und � eine uneigentlichePartition von r in h�ochstens r Teile f�ur den Rest des Kapitels.1.1.1 De�nitionen:a) F�ur n 2 IN bezeichnet nr die Menge aller Funktionen von r = f1; : : : ; rg nachn = f1; : : : ; ng. Eine Funktion wird durch eine Folge i = (i1; : : : ; ir) von Bilderbeschrieben. Die �r operiert von rechts auf nr verm�oge Platzpermutation i� =(i�(1); : : : ; i�(r)) f�ur alle i 2 nr.b) Sei � = (�1; : : : ; �n) j= n in h�ochstens n Teile. i = (i1; : : : ; ir) hei�t �-Sequenzgenau dann, wenn jedes j 2 n genau �j -mal in i als Bild vorkommt. Die Mengealler �-Sequenzen wird mit Seq(�) bezeichnet. �1.1.2 Vereinbarung: Die monoton steigende �-Sequenz wird bezeichnet mitm� = ( �1z }| {1; : : : ; 1; �2z }| {2; : : : ; 2; : : : ; �nz }| {n; : : : ; n):Sei z.B. � = (2; 2; 0; 1) j= 5 dann ist i = (1; 4; 2; 2; 1) 2 Seq(�) und m� = (1; 1; 2; 2; 4).1.1.3 De�nition: Das Diagramm [�] von � wird durch eine Menge von Paaren[�] := f(a; b) 2 IN � IN j 1 � a ^ 1 � b � �igde�niert, wobei a die Zeile und b die Spalte angibt. �3



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 41.1.4 Vereinbarung: Diagramme werden veranschaulicht, indem man f�ur (a; b) 2 [�]in einer gedachten Matrix an der Stelle (a; b) ein Kreuz macht.Z.B. � = (3; 2; 2; 1) dann ist [�] = � � �� �� ��1.1.5 De�nition: Ein �-Tableau ist eine Abbildung vom Diagramm [�] in eine nicht-leere Menge. �1.1.6 Vereinbarung: Ein solches Tableau stellen wir dar, indem wir im Diagramm[�] statt der Kreuze das der Abbildung entsprechende Mengenelement eintragen.Wir �xieren das bijektive �-Tableau T : [�]! r,T := 1 : : : : : : �1�1 + 1 : : : �1 + �2: : : : : :F�ur jedes i 2 nr ist auch iT wegen [�] T�! r i�! nein �-Tableau und wird mit Ti bezeichnet.1.1.7 Bemerkung: Die Abbildung von �r � [�]! [�](�; (a; b)) 7! T�1�T (a; b) =: �(a; b):ist eine Operation.Beweis:a) 1(a; b) = T�11T (a; b) = (a; b)b) Seien �; � 2 �r. Dann ist�(�(a; b)) = �(T�1�T (a; b)) = T�1�TT�1�T (a; b) == T�1��T (a; b) = ��(a; b) 21.1.8 De�nition:Da die �r auf dem Urbildraum von �-Tableaux operiert, operiert sie auch auf derMenge der �-Tableaux. F�ur jedes �-Tableau t und jede Permutation � de�nieren wir �twie folgt: �t((a; b)) := t(��1(a; b)): �



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 51.1.9 Beispiel: Sei � = (3; 3; 1), d.h.T = 1 2 34 5 67 ; au�erdem sei t = 1 3 57 6 24und � = (157) 2 �7. Dann ist�t((1; 1)) = t(��1(1; 1)) = t(T�1��1T (1; 1)) = t(T�1��11) = t(T�17) = t((3; 1)) = 4;ebenso �t((2; 2)) = 1 und t((3; 1)) = 6:Alle anderen Bilder von t werden durch � nicht beein
u�t. Wir haben also�t = 4 3 27 1 56 :1.1.10 Bemerkung: Die �r operiert also auf der Menge der �-Tableaux durchP latzpermutation, wobei die Pl�atze von [�] wie in T numeriert sind.1.1.11 De�nitionen:a) Es sei � j= r in h�ochstens r Teile. Mit �rM f�ur beliebiges M � r werde die Unter-gruppe der �r bezeichnet, die alle Elemente aus rnM unver�andert l�a�t. Au�erdemsei �i � r f�ur alle i 2 r die Menge der Elemente aus dem i-ten �-Block,�i := f1 + i�1Xj=1�j ; : : : ; iXj=1 �jg:Die kanonische Younguntergruppe zu � wird dann mit�� := �r�1 � �r�2 � : : :� �r�rde�niert.b) Der Zeilenstabilisator RT ist die zu � geh�orige kanonische Younguntergruppeder �r.Der Spaltenstabilisator wird de�niert mitCT := �rf1;�1+1;�1+�2+1;:::g � �rf2;�1+2;:::g � �f3;�1+3;:::g � : : : :c) Ein �-Tabloid ftg ist die �Aquivalenzklasse vom �-Tableau t unter der �Aquivalenz-relation t1 � t2 :() Es existiert ein � 2 RT : �t1 = t2:



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 6�1.1.12 Vereinbarung: ftg wird dargestellt, indem bei t Linien zwischen die Zeilenund zus�atzlich eine Linie dar�uber und eine darunter gezogen werden.Z.B. fTg = 1 : : : : : : �1�1 + 1 : : : �1 + �2: : : :1.1.13 Bemerkung: Sei � eine uneigentliche Partition von r in h�ochstens r Teile. F�urdie monotone Sequenz m� sind die Elemente aus dem i-ten �-Block �i alle gleich i. ��ist demnach genau die Untergruppe der �r, die m� unver�andert l�a�t.1.1.14 De�nition: ftg hei�t �-Tabloid vom Inhalt � , genau dann, wenn jedesj 2 r genau �j -mal als Bild in t vorkommt.Die Menge der �-Tabloide vom Inhalt � wird mit Tab(�; �) bezeichnet. �1.1.15 Beispiel: Sei � = (3; 2); � = (2; 2; 1)Dann ist [�] = � � �� � . Ein �-Tableau t : [�]! 5 ist z.B. 1 2 43 5 :RT = �5f1;2;3g� �5f4;5gsomit ist das �-Tabloid ftg1 2 43 5 = 2 1 45 3 = 1 4 23 5 = 4 1 25 3 = usw.,d.h. die Reihenfolge in den Zeilen spielt f�ur ftg keine Rolle.Die verschiedenen �-Tabloide vom Inhalt � sind1 1 22 3 ; 1 1 32 2 ; 1 2 21 3 ; 1 2 31 2 und 2 2 31 1 :Die wesentlichen Informationen der �-Tabloide liegen darin, welche Bilder von ftgin welcher Zeile sind. Wir betrachten z.B. 1 1 22 3 :Entscheidend ist hier, da� die Bilder 1,1 und 2 in der ersten Zeile und 2 und 3 in derzweiten Zeile stehen. Die Menge von Tupeln f(1; 1); (1; 2); (1; 2); (2; 2); (2; 3)g enth�altdemnach alle n�otigen Informationen von obigem Tabloid, wobei ein Tupel (a; b) angibt,da� das Bild b in der Zeile a liegt. Man kann also jeder Tupelmenge ein Tabloid undjedem Tabloid eine Tupelmenge zuordnen. Wichtig ist hierbei, da� eine Tupelmengegenau dann einem �-Tabloid entspricht, wenn eine Folge, bestehend aus den erstenKoordinaten der Tupelmenge, eine �-Sequenz ist. Dar�uberhinaus entspricht sie einem



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 7�-Tabloid vom Inhalt �, wenn zus�atzlich eine Folge der zweiten Koordinaten eine �-Sequenz ist. Es entspricht zum Beispiel f(2; 3); (1; 5); (2; 5); (3; 1); (1; 4); (1; 2)g wegen(2; 1; 2; 3; 1; 1) 2 Seq(3; 2; 1) und (3; 5; 5; 1; 4; 2) 2 Seq(1; 1; 1; 1; 2) einem (3; 2; 1)-Tabloidvom Inhalt (1; 1; 1; 1; 2), n�amlich 5 4 23 51 :1.1.16 De�nitionen:a) Sei K ein K�orper und n eine positive ganze Zahl.RK(n) = K[fcs;t j s; t 2 ng] bezeichnet die (kommutative) Algebra aller Polynome�uber K in den n2 Unbekannten cs;t, s; t 2 n. F�ur r 2 IN mit r � n sei Rk(n; r)der Unterraum von RK(n), der von den Monomenci;j := ci1 ;j1 � : : : � cir ;jr ; i = (i1; : : : ; ir); j = (j1; : : : ; jr) 2 rr;vom Grad r aufgespannt wird.b) Sei i 2 Seq(�) und j 2 Seq(�).Ein Monom der Form cm� ;j bzw. ci;m� hei�t in erster Normalform (1.NF) bzw.in zweiter Normalform (2.NF). �1.1.17 Vereinbarung: Haben wir ein Monom in 2.NF, so wird es veranschaulicht mitj i1 : : : i�1 j i�1+1 : : : i�1+�2 j : : :j:= ci;m�:1.1.18 Korollar: F�ur alle i; k 2 Seq(�); j; l 2 Seq(�) gilt:a) ci;j = ck;l () 9� 2 �r : i� = k ^ j� = l:b) ci��1 ;j = ci;j� f�ur alle i� 2 �r:c) Jedes Monom ci;j kann in 1.NF bzw. in 2.NF gebracht werden.Beweis:a) Folgt aus der De�nition und der Kommutativit�at von RK(n).b) Folgt unmittelbar aus a).c) Es existieren �; � 2 �r, so da� i = m�� und j = m�� , d.h. i und j entstehen ausden monotonen Sequenzen durch entsprechende (sortierende) Platzpermutationen.Mit g = j��1 kann man ci;j in 1.NF ci;j = cm��;j = cm�;g (siehe b)) bringen.Analog bringt man mit h = i��1 ci;j in 2.NF ci;j = ch;m� .



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 821.1.19 Bemerkung: ci;j 2 RK(n; r) entspricht der Menge f(i1; j1); : : : ; (ir; jr)g, d.h.einem �-Tabloid vom Inhalt � genau dann, wenn i 2 Seq(�) und j 2 Seq(�). Es gibtsomit eine Bijektion von der Menge der Monome ci;j (i 2 �; j 2 �) auf die Menge der�-Tabloide vom Inhalt �.Diese Bijektion ist als solche besonders gut zu erkennen, wenn wir die Monome cm�;j,j 2 Seq(�), in 1.NF vorliegen haben. Es entsprechen dann n�amlich in der Folge j dieBilder j1; : : : ; j�1 genau den Bildern der 1.Reihe des Tabloids, die Bilder j�1+1; : : : ; j�1+�2genau den Bildern der 2.Reihe usw.1.1.20 Beispiel: � = (3; 2), � = (1; 1; 1; 2)t := 4 2 31 4  ! f(1; 4); (1; 2); (1; 3); (2; 1); (2; 4)g  !c1;4 � c1;2 � c1;3 � c2;1 � c2;4 = c(1;1;1;2;2);(4;2;3;1;4) =: tt legt t fest und umgekehrt. �Andert man bei t die Reihenfolge von (4; 2; 3; 1; 4) innerhalbder �-Bl�ocke, so mu� t nach obiger Bemerkung immer noch t entsprechen.t = c(1;1;1;2;2);(3;4;2;4;1) = c1;3 � c1;4 � c1;2 � c2;4 � c2;1  !f(1; 3); (1; 4); (1; 2); (2; 4); (2; 1)g  ! 3 4 24 1 = tIn 2.NF spielt die Reihenfolge innerhalb der �-Bl�ocke keine Rolle. Obiges Monom in2.NF: j2 j1 j1 j12 j= c(2;1;1;1;2);(1;2;3;4;4) = c(2;1;1;2;1);(1;2;3;4;4) =j2 j1 j1 j21 jUm von einer Normalform in die andere zu gelangen, sortiert man einfach das Monomentweder nach der ersten oder nach der zweiten Sequenz, was wegen der Kommutativit�atvon RK(n) m�oglich ist. 4 2 31 4 $! c(1;1;1;2;2);(4;2;3;1;4) = c(2;1;1;1;2);(1;2;3;4;4) =j2 j1 j1 j12 j bzw:j2 j1 j1 j21 j= c(2;1;1;2;1);(1;2;3;4;4) = c(1;1;1;2;2);(2;3;4;1;4) $ 3 4 24 1 !Wir wenden uns jetzt der Aufgabe zu, eine Transversale der �-Tabloide vom Inhalt� zu konstruieren. Daf�ur ermitteln wir alle verschiedenen Monome ci;j mit i 2 Seq(�)und j 2 Seq(�).1.1.21 De�nition: Sei i 2 rr. Die Menge��(i) := fi� j � 2 ��ghei�t ��-Bahn von i. �



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 91.1.22 Korollar: Zwei Monome ci;m� und ck;m� in 2.NF sind genau dann gleich,wenn die �-Sequenzen i,k in derselben ��-Bahn liegen.Beweis: Mit Korollar 1.1.18 gilt:ci;m� = ck;m� , 9� 2 �r : i� = k ^m�� = m�;es folgt mit Bemerkung 1.1.13ci;m� = ck;m� , 9� 2 �� : i� = k;d.h. i und k liegen in derselben ��-Bahn. 21.1.23 Bemerkung: Zur Konstruktion aller verschiedenen Monome k�onnen wir unsnach Korollar 1.1.18 auf Monome in 2.NF beschr�anken, da sich jedes Monom auf 2.NFbringen l�a�t. Wir entnehmen also jeder ��-Bahn von �-Sequenzen einen Repr�asentantenund interpretieren diese dann als Monome in 2.NF.



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 101.2 James Gewichtsr�aumeIm folgenden Kapitel wird der Basissatz f�ur James Gewichtsr�aume bewiesen, der eineVerallgemeinerung des Basissatzes f�ur Spechtmoduln ist, den James [2] durchgef�uhrthat. Der Beweis zu dieser Verallgemeinerung folgt in der Grundidee dem Beweis vonZimmermann [9].Es sei f�ur das ganze Kapitel n eine nat�urliche Zahl, � eine Partition von n, � eineuneigentliche Partition von n in h�ochstens n Teile, ! = (1n) die Partition von n ingenau n Teile und K ein fest gew�ahlter K�orper.1.2.1 De�nitionen:a) Es bezeichne M�;� := Mftg2Tab(�;�)K ftgden K-Vektorraum, der durch die �-Tabloide vom Inhalt � erzeugt wird.b) Sei n0 2 IN , mit n0 � n. Sei �# ` n0. Das Paar (�#; �) hei�t Paar von Partitio-nen f�ur n , wenn gilt: �#i � �i f�ur alle i � 1:c) Sei (�#; �) ein Paar von Partitionen f�ur n. Mit CT (�#) wird die Untergruppe desSpaltenstabilisators CT bezeichnet, die die Elemente au�erhalb des Diagramms[�#] unver�andert l�a�t.d) Sei t : [�]! n ein �-Tableau. Als �#; �-Polytabloid zu t wirde�#;�t := X�2CT (�#) sgn(�) f�tgde�niert. �F�ur den Rest dieses Kapitels sei (�#; �) immer ein Paar von Partitionen f�ur n.1.2.2 Beispiel: Sei �# = (2; 2) und � = (3; 2; 2).F�ur t = 1 3 32 21 4 ist e�#;�t 2M�;(2;2;2;1); n�amlichftg � f(14)tg � f(25)tg+ f(14)(25)tg = 1 3 32 21 4 � 2 3 31 21 4 � 1 2 32 31 4 + 2 2 31 31 4 :



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 111.2.3 Korollar: Stehen bei einem �-Tableau t : [�]! n innerhalb von [�#] zwei gleicheBilder in derselben Spalte, so gilt: e�#;�t = 0:Beweis: Es seien (a; b); (a0; b) die Stellen in t, an denen die gleichen Bilder in der selbenSpalte b stehen. Es sei j = T (a; b); k = T (a0; b). Es existiert eine Untergruppe H vonCT (�#), f�ur die gilt: CT (�#) = H [� H(jk):Wir haben e�#;�t = X�2H sgn(�)f�tg� X�2H sgn(�)f�(jk)tg = 0;da t = (jk)t. 21.2.4 De�nition: Wir de�nieren die Funktion sub� : n! n wie folgt:sub�(s) = r :() r�1Xk=1�k < s � rXk=1�k f�ur alle s 2 n:Wir erweitern die De�nition von sub� auf nn mitsub�(i) = (sub�(i1); : : : ; sub�(in)) f�ur alle i = (i1; : : : ; in) 2 nn:Analog wird sub� auch auf �-Tableaux de�niert. �1.2.5 Bemerkung: Ist i 2 Seq(!) dann ist sub�(i) 2 Seq(�).Beweis: Sei s 2 f1; : : : ; �1g. Dann gilt 0 < s � �1, d.h. sub�(s) = 1. Desgleichen wirdein Bild s 2 f�1+1; : : : ; �1+�2g wegen �1 < s � �1+�2 auf die Zwei abgebildet, usw.Die Sequenz i enth�alt jedes Bild aus n genau einmal, so da� sub�(i) �1-mal die Eins,�2-mal die Zwei enth�alt usw., d.h. sub�(i) 2 Seq(�). 21.2.6 Beispiel:Sei � = (3; 2; 1), dann istsub�(1) = sub�(2) = sub�(3) = 1; sub�(4) = sub�(5) = 2 und sub�(6) = 3:Mit i = (1; 6; 4; 3; 2; 5) 2 Seq(!) ist sub�(i) = (1; 3; 2; 1; 1; 2) 2 Seq(�). F�urt = 1 3 64 5 2 ; erh�alt man sub�(t) = 1 1 32 2 1 :



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 121.2.7 De�nitionen:a) Wir de�nieren die Abbildung  �;� :M�;! !M�;�. Sei ftg 2 Tab(�; !), dann ist �;�(ftg) := fsub�(t)g:b) D�# ;�;! := Xi2Seq(!) e�#;�Tihei�t (�#; �; !)-James Gewichtsraum .c) D�#;�;� :=  �;�(D�#;�;!)hei�t (�#; �; �)-James Gewichtsraum . �1.2.8 Bemerkungen:a) Die Abbildung  �;� ist ein K-Epimorphismus, denn zu jedem �-Tabloid vom Inhalt� ftg existiert ein �-Tableau t0 mit ftg = fsub�(t0)g:b) D�#;�;! entspricht dem Vektorraum S�#;� bei James [2]. Dar�uberhinaus ist D�;�;!gleich dem Spechtmodul S� .c) Es sei t : [�]! n ein �-Tableau. Dann ist �;�(e�#;�t ) = e�#;�sub�(t); denn �;�(e�#;�t ) = X�2CT (�#) sgn(�) �;�(f�tg) = X�2CT (�#) sgn(�)fsub�(�t)g:Dies entspricht dem �#; � - Polytabloid zu sub�(t), da sub�(�t) = �sub�(t) f�uralle � 2 �n.1.2.9 Beispiel:Sei � = (3; 3); � = (3; 2; 1) und ! = (16).F�ur ftg = 1 2 34 5 6 2M�;! ist  �;�(ftg) = 1 1 12 2 3 2M�;�:Mit �# = (2; 2) iste�#;�t = 1 2 34 5 6 � 4 2 31 5 6 � 1 5 34 2 6 + 4 5 31 2 6 : �;�(e�#;�t ) =  �;� 1 2 34 5 6 � 4 2 31 5 6 � 1 5 34 2 6 + 4 5 31 2 6 ! =1 1 12 2 3 � 2 1 11 2 3 � 1 2 12 1 3 + 2 2 11 1 3 = e�#;�sub�(t):



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 13Unsere Aufgabe besteht darin, die Basis von D�# ;�;� zu bestimmen.Die folgenden De�nitionen in James [2] wurden zur Bestimmung der Basis von D�#;�;!gemacht. Von einer solchen Basis ausgehend, kann man ein Erzeugendensystem vonD�#;�;� bestimmen.1.2.10 De�nitionen:a) Ein �� Tableau t : [�]! n hei�t standard , wenn die Bilder entlang der Zeilenmonoton und entlang der Spalten streng monoton wachsen.b) Sei n 2 IN; � eine Partition von n und i 2 Seq(�), dann wird die Qualit�at jedeseinzelnen Bildes von i wie folgt de�niert:1. Alle 1'en sind gut .2. F�ur beliebiges k � 1 ist ein auftretendes k + 1 genau dann gut , wenn dieAnzahl der vorherigen guten k's echt gr�o�er als die Anzahl der vorherigenk + 1'en ist. Andernfalls ist das k + 1 schlecht .c) Seq(�#; �) ist die Menge derjenigen Sequenzen i 2 Seq(�), bei denen f�ur jedepositive Zahl k die Anzahl der guten in i auftretenden k's mindestens �#k ist.d) Durch folgende Konstruktion wird eine Abbildung von Seq(�) in die Menge der�-Tableaux de�niert:Sei i 2 Seq(�). T � i wird wie folgt konstruiert:F�ur jedes s = 1; : : : ; n (in dieser Reihenfolge) f�uhre folgendes durch:Ist is gut, dann setze s soweit wie m�oglich in der is-ten Reihe nach links. Istis schlecht, dann soweit wie m�oglich nach rechts.e) Wir de�nieren eine Totalordnung <Tab auf der Menge Tab(�; �): Es seien ftgund ft0g zwei verschiedene �-Tabloide vom Inhalt �, s und s0 diejenigen Tableauxaus ftg bzw. ft0g, die entlang der Zeilen monoton wachsend sind.Es ist ftg <Tab ft0g, wenn s in der ersten Zeile von unten, in der sich s und s0unterscheiden, lexikographisch kleiner ist als s0. �1.2.11 Beispiel: Bei der folgenden Sequenz wurden Bilder mit der Qualit�at 'schlecht'durch x gekennzeichnet:(1; 2; x2; 3; x3; 1; 2; 3; 1; 1) 2 Seq((4; 2; 2); (4; 3; 3)), da 4 gute 1'er, 2 gute 2' er und 2gute 3' er enthalten sind.Sei i = (2; 1; 3; 1; 2) 2 Seq((2; 1); (2; 2; 1)). Die Konstruktion von T � i sieht folgender-ma�en aus: (#2; 1; 3; 1; 2) 7�! � �� 1�



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 14(2; #1; 3; 1; 2) 7�! 2 �� 1�(2; 1; #3; 1; 2) 7�! 2 �� 13(2; 1; 3; #1; 2) 7�! 2 4� 13(2; 1; 3; 1; #2) 7�! 2 45 13Diese Konstruktion sorgt daf�ur, da� ein Bild eines guten Elementes r immer unter demBild eines guten Elementes steht, das in der Sequenz vor r auftritt. Somit gilt allgemein,da� mit i 2 Seq(�#; �) T � i innerhalb des �#-Diagramms standard ist.Sei � = (3; 2) und � = (2; 2; 1). Die �-Tabloide vom Inhalt � haben folgende Ordnung:2 2 31 1 <Tab 1 2 31 2 <Tab 1 2 21 3 <Tab 1 1 32 2 <Tab 1 1 22 3 :1.2.12 Bemerkung: James beweist in seiner Arbeit, da�fe�#;�T �i j i 2 Seq(�#; �)geine K-Basis f�ur D�#;�;! ist.Ein Erzeugendensystem f�ur D�#;�;� ist also wegen  �;�(e�#;�t ) = e�#;�sub�(t) (siehe Bemer-kung 1.2.8) die Menge fe�#;�sub�(T �i) j i 2 Seq(�#; �)g:Dieses Erzeugendensystem gilt es zu minimieren.1.2.13 Lemma: Sei i 2 Seq(�#; �), � = (k; k + 1); (k 2 f1; : : : ; n� 1g) eine Transpo-sition aus ��(i) mit ik < ik+1Ist i� 2 Seq(�#; �), dann gilt e�#;�sub�(T �i) = e�#;�sub�(T �(i�));falls i� 62 Seq(�#; �), haben wir e�#;�sub�(T �i) = 0:Beweis: Wir betrachten die Abbildung i 7! sub�(T � i). F�ur die l-te Stelle von i wirdbei T � i in die il-te Zeile die Zahl l eingetragen, die dann zu sub�(l) wird. Das bedeutet,da� die ersten �1 Stellen von i auf die 1, die darau�olgende �2 Stellen von i auf die 2abgebildet werden und so weiter.Wir unterscheiden zwei F�alle:



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 15i) Durch die Transposition � �andert sich die Qualit�at des Bildes der Stelle k+1 nicht.Dies ist nur m�oglich, wenn auch i� 2 Seq(�#; �). Da � 2 ��, liegen die Stellen kund k + 1 im selben �-Block, sie werden folglich unabh�angig von � auf dieselbeZahl abgebildet, d.h. sub�(T � i) = sub�(T � (i� )).ii) Die Transposition � �andert die Qualit�at des Bildes der Stelle k + 1.Damit � diese Wirkung hat m�ussen folgende Bedingungen gelten:ik + 1 = ik+1.Die Anzahl p der bis zur Stelle k � 1 in i auftretenden 'guten' ik's ist gleichder Anzahl der bis zur Stelle k � 1 auftretenden 'guten' ik + 1'en.In i sind die Stellen k und k + 1 'gut'.Ist nun i� 2 Seq(�#; �), so stimmen innerhalb von [�#] sub�(T �i) und sub�(T �(i� ))�uberein. Au�erhalb von [�#] k�onnen sich diese Tableaux zwar unterscheiden, aberdie Zeilen als Mengen sind gleich, da die Qualit�at eines Elementes in i bei derKonstruktion von T � i keinen Ein
u� auf die Zeilen, sondern nur auf die Spaltenhat.Die �#; �-Polytabloide von t = sub�(T � i) und t0 = sub�(T � (i� )) sind gleich, dabei Tabloiden die Reihenfolge innerhalb der Zeilen keine Rolle spielt und t und t0innerhalb von [�#] �ubereinstimmen.Ist i� 62 Seq(�#; �), so liegt das Bild der Stelle k + 1 von i in T � i innerhalb von[�#]. Sind wir also bei der Konstruktion von T � i an der Stelle k � 1 angelangt,haben wir die Situation, da� in der Zeile ik und in der Zeile ik+1 genau die erstenp Stellen belegt sind. Somit stehen k und k + 1 in T � i in der Spalte p in denZeilen ik und ik + 1. k und k + 1 sind im gleichen �-Block von i, das bedeutet f�ursub�(T � i), da� innerhalb von [�#] zwei gleiche Bilder sub�(k) stehen. Somit folgtmit Korollar 1.2.3: e�#;�sub�(T �i) = 0: 21.2.14 De�nition: Seq�(�#; �) wird de�niert als die Menge von Sequenzen i 2Seq(�#; �), f�ur die i entlang der �-Bl�ocke monoton fallend ist. �



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 161.2.15 Satz: Die Menge fe�#;�sub�(T �i) j i 2 Seq�(�#; �)gist eine K-Basis von D�#;�;�.Beweis:i) Erzeugendensystem:Es sei i 2 Seq(�0; �). Wir w�ahlen eine Transposition �1 = (k; k + 1) 2 ��, mitik < ik+1. Ist i�1 62 Seq(�0; �) so ist nach Lemma 1.2.13 e�#;�sub�(T �i) = 0.Andernfalls ist e�#;�sub�(T �i) = e�#;�sub�(T �(i�1)) und wir k�onnen f�ur j = i�1 ein �2 = (k0; k0+1) 2 �� w�ahlen mit jk0 < jk0+1 und das Verfahren wiederholen. Nach endlich vielenWiederholungen erhalten wir entweder i� 2 Seq�(�#; �), wobei � = �1�2 : : :, odere�#;�sub�(T �i) = 0:ii) Lineare Unabh�angigkeit:Seien i; j 2 Seq�(�#; �), i 6= j. j 62 ��(i), da i und j entlang der �-Bl�ockeabsteigend sortiert sind.Es sei x die erste Stelle, an der sich i und j unterscheiden. x sei im k-ten �-Block.Wir d�urfen annehmen, da� ix > jx.Sind wir bei der Konstruktion von sub�(T � i) an der Stelle x angelangt, tragen wirin der Zeile ix sub�(x) = k ein. Bei j stehen ab der Stelle x im k-ten �-Block nurBilder, die kleiner als ix sind, d.h. da� in sub�(T � i) in der Zeile ix mindestenseinmal mehr k steht als in sub�(T � j). Wir haben also:i; j 2 Seq�(�0; �); i 6= j =) fsub�(T � i)g 6= fsub�(T � j)g:Es sei t = sub�(T � i). Im Tr�ager von e�#;�sub�(T �i) mit i 2 Seq�(�#; �) ist ftg dasgr�o�te Element in der Ordnung <Tab, da t standard in [�#].Es sei j Seq�(�#; �) j= m. i1; : : : ; im seien die Sequenzen Seq�(�#; �).Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit k�onnen wir annehmen, da�fsub�(T � ir)g <Tab fsub�(T � is)g; falls r < s.Wir betrachten die Gleichungk1e�#;�sub�(T �i1) + : : :+ kme�#;�sub�(T �im) = 0:Dann ist km = 0, da fsub�(T � im)g im Tr�ager von e�#sub�(T �im) enthalten ist, aber inkeinem Polytabloid sonst. Mit der gleichen Argumentation kann man zeigen, da�auch km�1 = km�2 = : : : = k1 = 0. 2



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 171.2.16 Korollar: Seien n; n0 2 IN mit n0 � n, �# ` n0, (�#; �) ein Paar von Partitionenf�ur n und � eine Partition von n in h�ochstens n Teile. � sei eine Partition von n0 � 1,mit � = (�#1 ; : : : ; �#i�1; �#i � 1; �#i+1; : : :); �#i � 1:Es gilta) D�#;�;! � D�;�;!;b) D�#;�;� � D�;�;�:Beweis:a) Wir zeigen, da� ein beliebiges Polytabloid aus D�#;�;! in D�;�;! enthalten ist. Seit = Ti, i 2 Seq(!) und f�1; : : : ; �kg eine Transversale der Rechtsnebenklassen vonCT (�) in CT (�#). Wir habene�#;�t = X�2CT (�#) sgn(�)f�tg == X�2CT (�) sgn(��1)f��1tg+ : : :+ X�2CT (�) sgn(��k)f��ktg == sgn(�1)e�;��1t + : : :+ sgn(�k)e�;��kt 2 D�;�;!:b) Folgt aus a) wegenD�#;�;� =  �;�(D�#;�;!) �  �;�(D�;�;!) = D�;�;�: 2



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 181.3 Allgorithmen zu James Gewichtsr�aumenZur Erzeugung einer Basis von M�;� geht man wie folgt vor: Man durchl�auft die �-Sequenzen in lexikographischer Reihenfolge und speichert nur diejenigen, die entlangder �-Bl�ocke monoton fallend sind. So erh�alt man aus jedem ��-Orbit genau einenRepr�asentanten. Nach Bemerkung 1.1.23 erh�alt man auf diese Weise alle verschiedenenMonome ci;j mit i 2 Seq(�); j 2 Seq(�), f�ur die man leicht die zugeh�origen �-Tabloidevom Inhalt � ermitteln kann, die dann eine Basis von M�;� bilden (siehe Kapitel 1.1).1.3.1 Beispiel: � = (3; 2), � = (2; 2; 1)(j11 j12 j2 j=m1)m1 =j11 j21 j2 j= c(1;1;2;1;2);(1;1;2;2;3)m2 =j11 j22 j1 j= c(1;1;2;2;1);(1;1;2;2;3)(j12 j11 j2 j=m3)(j12 j12 j1 j=m4)(j12 j21 j2 j=m4)m3 =j21 j11 j2 j= c(2;1;1;1;2);(1;1;2;2;3)(j21 j12 j1 j=m4)m4 =j21 j21 j1 j= c(2;1;2;1;1);(1;1;2;2;3)m5 =j22 j11 j1 j= c(2;2;1;1;1);(1;1;2;2;3)Dies sind alle verschiedenen Monome ci;m� mit i 2 Seq(�). Die Basis von M�;� istalso c(1;1;2;1;2);(1;1;2;2;3) = c(1;1;1;2;2);(1;1;2;2;3) 7! 1 1 22 3 =: b1c(1;1;2;2;1);(1;1;2;2;3) = c(1;1;1;2;2);(1;1;3;2;2) 7! 1 1 32 2 =: b2c(2;1;1;1;2);(1;1;2;2;3) = c(1;1;1;2;2);(1;2;2;1;3) 7! 1 2 21 3 =: b3c(2;1;2;1;1);(1;1;2;2;3) = c(1;1;1;2;2);(1;2;3;1;2) 7! 1 2 31 2 =: b4c(2;2;1;1;1);(1;1;2;2;3) = c(1;1;1;2;2);(2;2;3;1;1) 7! 2 2 31 1 =: b5



KAPITEL 1. DARSTELLUNGSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 19F�ur die Erzeugung einer Basis von D�#;�;� ben�otigen wir Sequenzen aus Seq�(�#; �).Man betrachtet also nur diejenigen Sequenzen aus Seq(�), die entlang der �-Bl�ockemonoton fallend sind, und �uberpr�uft, ob diese in Seq(�#; �) und somit in Seq�(�#; �)enthalten sind.1.3.2 Beispiel:Es sei �; � wie oben und �# = (2; 1). Wir m�ussen nur die Monome in 2. Normalformm1;m2;m3;m4 und m5 aus dem vorherigem Beispiel betrachten und diese als Sequenzenau�assen: (1; 1; 2; 1; 2) 2 Seq�(�#; �)(1; 1; 2; 2; 1) 2 Seq�(�#; �)(2; 1; 1; 1; 2) 2 Seq�(�#; �)(2; 1; 2; 1; 1) 2 Seq�(�#; �)(2; 2; 1; 1; 1) 62 Seq�(�#; �)Die Basis von D�#;�;� ist alsoe�#;�sub�(T �(1;1;2;1;2)) = 1 1 22 3 � 2 1 21 3e�#;�sub�(T �(1;1;2;2;1)) = 1 1 32 2 � 2 1 31 2e�#;�sub�(T �(2;1;1;1;2)) = 1 2 23 1 � 3 2 21 1e�#;�sub�(T �(2;1;2;1;1)) = 1 2 32 1 � 2 2 31 1Unter Verwendung der 2. Normalform haben die den Polytabloiden entsprechendenMonomsummen die folgende Form:e�#;�sub�(T �(1;1;2;1;2)) 7!j11 j21 j2 j � j21 j11 j2 je�#;�sub�(T �(1;1;2;2;1)) 7!j11 j22 j1 j � j21 j21 j1 je�#;�sub�(T �(2;1;1;1;2)) 7!j21 j11 j2 j � j22 j11 j1 je�#;�sub�(T �(2;1;2;1;1)) 7!j21 j21 j1 j � j22 j11 j1 jDie Algorithmen zur Ermittlung der Basen von M�;� und D�#;�;�, wurden in Cimplementiert und k�onnen jederzeit zur Verf�ugung gestellt werden.



Kapitel 2CodierungstheoretischeAnwendungen2.1 Einf�uhrung in algebraische CodierungstheorieIn diesem Kapitel werden zun�achst die allgemeinen Grundkonzepte der allgebraischenCodierungungstheorie vorgestellt, dabei werden weitgehend De�nitionen von Hill [1]verwendet. Dann befassen wir uns mit linearen Codes �uber endlichen K�orpern.Ziel der Codierungstheorie ist es, Nachrichten m�oglichst fehlerfrei zu �ubertragen. Wirhaben folgendes Model:Quelle Nachricht�! Codierer Codewort�! Rauschen#Kanal EmpfangenesWort�! Decodierer decodierteNachricht�! SenkeDie Aufgabe der Codierungstheorie besteht nun darin, die durch das Rauschen desKanals entstehenden �Ubertragungsfehler zu erkennen und wenn m�oglich, zu korrigieren.2.1.1 De�nitionen:a) Eine endliche nichtleere MengeA = fa1; a2; : : : ; akghei�t Alphabet, ihre Elemente sind Buchstaben.b) Eine endliche Folge von Buchstabenx = (x1; x2; : : : ; xn) ; xi 2 A, f�ur alle i 2 nhei�t Wort der L�ange n. Die Menge aller W�orter der L�ange n wird mit Anbezeichnet.c) Ein Code �uber A ist eine nichtleere Teilmenge von An. �20



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 21Um �Ubertragungsfehler n�aher untersuchen zu k�onnen, m�ussen wir sie me�bar machen.2.1.2 De�nitionen:a) Die Abbildung d : An � An ! IR,d(x; y) =j fi 2 n j xi 6= yig j ; x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn) 2 Anhei�t der Hamming-Abstand zwischen x und y.b) Sei C � An ein Code. Dann bezeichnet die ZahldC = minfd(u; v) j u; v 2 C; u 6= vgdie Minimaldistanz von C . �2.1.3 Lemma: Der Hamming-Abstand ist eine Metrik, d.h.a) d(x; y) = 0, genau dann, wenn x = y.b) d(x; y) = d(y; x), f�ur alle x; y 2 An.c) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y), f�ur alle x; y; z 2 An.Beweis: a) und b) sind klar, zu c):d(x; y) gibt die kleinste Anzahl der zu �andernden Buchstaben an, wollte man x zu ymachen. Man kann aber auch mit d(x; z) + d(z; y) �Anderungen zun�achst x in z unddann z in y verwandeln. Die Zahl der �Anderungen ist dann mindestens d(x; y). 2Wenn ein Codewort x gesendet wurde und der Vektor y empfangen wurde, dannbeschreibt d(x; y) die Anzahl der aufgetretenen Fehler.2.1.4 Satz: Sei C � An ein Code.a) C kann bis zu s Fehler erkennen, wenn dC � s+ 1.b) C kann bis zu t Fehler korrigieren, wenn dC � 2t+ 1.Beweis:a) Sei dC � s + 1 und x ein Codewort, bei dessen �Ubertragung h�ochstens s Fehleraufgetreten sind. Der empfangene Vektor kann kein von x verschiedenes Codewortsein und so k�onnen eventuelle �Ubertragungfehler erkannt werden.



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 22b) Sei dC � 2t+1, x das gesendete Codewort und y der empfangene Vektor, der sichvon x in h�ochstens t Stellen unterscheidet, d.h. d(x; y) � t. Ist x0 ein anderesCodewort als x, dann ist d(x0; y) � t + 1, da andernfalls d(x0; x) � d(x; y) +d(x0; y) � 2t gelten w�urde, was ein Widerspruch zu dC � 2t+ 1 ist.Das bedeutet, da� x das Codewort ist, das zu y am n�achsten ist. Decodiert many jetzt als x, hat man eventuell aufgetretene Fehler korrigiert. 22.1.5 Beispiel: Sei A = f0; 1g; n = 9. Die Nachrichten seien Tripel (x1; x2; x3); xi 2A; i = 1; 2; 3. Die Codierung bestehe darin, die 3-Tupel dreimal zu wiederholen, d.h. dasCodewort f�ur die Nachricht (x1; x2; x3) ist (x1; x2; x3; x1; x2; x3; x1; x2; x3). Die Minimal-distanz ist drei, der Code ist also in der Lage zwei Fehler zu erkennen und einen Fehlerzu korrigieren.Nachricht = (1; 0; 1) �! Codierer(1; 0; 1) 7! (1; 0; 1; 1; 0; 1; 1; 0; 1) �! Rauschen(1; 0; 1; 1; 0; #0; 1; 0; 1)�!�! Decodierer(1; 0; 1; 1; 0; 0; 1; 0; 1) � (1; 0; 1; 1; 0; 1; 1; 0; 1) 7! (1; 0; 1) �! empfangeneNachricht= (1; 0; 1)Der Decodierer kann, wenn h�ochstens ein Fehler auftritt, diesen korrigieren. W�are derempfangene Vektor aber z.B. (1,0,0,1,0,0,1,0,1) gewesen, d.h. es w�aren zwei Fehler auf-getreten, so h�atte der Decodierer zwar erkannt, da� die �Ubertragung fehlerhaft war, aberer h�atte (1,0,0) als Nachricht weitergegeben.Im Weiteren bestehe unser Alphabet A aus den Elementen eines endlichen K�orpers mitq Elementen, bezeichnet mit Fq. Endliche K�orper werden im 3. Kapitel ausf�uhrlichbehandelt.2.1.6 De�nitionen: Sei n 2 IN .a) Ein linearer Code �uber Fq ist ein Unterraum eines Fq-Vektorraums.b) Ein (linearer) [n,k]-Code �uber Fq ist ein k-dimensionaler Unterraum eines n-dimensionalen Fq-Vektorraums.c) Ein (linearer) [n,k,d]-Code �uber Fq ist ein k-dimensionaler Unterraum eines n-dimensionalen Fq-Vektorraums mit Minimaldistanz d. �Im Beispiel handelte es sich also um einen linearen [9,3,3]-Code �uber F2.Im Allgemeinen wird es ein Ziel der Codierungstheorie sein, [n,k,d]-Codes mit kleinemn, m�oglichst gro�em k und m�oglichst gro�em d zu �nden.2.1.7 De�nition: Eine k�n-Matrix, deren Zeilenvektoren eine Basis f�ur einen linearen[n; k]-Code darstellen, hei�t Generatormatrix zu diesem Code. �



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 232.1.8 Beispiel: Eine Generatormatrix zum [9,3,3]-Code aus Beispiel 1 ist z.B.264 1 0 0 1 0 0 1 0 00 1 0 0 1 0 0 1 00 0 1 0 0 1 0 0 1 375 :Diese Matrix hat dar�uberhinaus die Eigenschaft, da� die zu �ubertragende Nachrichtmittels Multiplikation codiert werden kann:(x1; x2; x3)264 1 0 0 1 0 0 1 0 00 1 0 0 1 0 0 1 00 0 1 0 0 1 0 0 1 375 = (x1; x2; x3; x1; x2; x3; x1; x2; x3):Allgemein werden in der Praxis Matrizen als Codierer linearer Codes verwendet.2.1.9 Bemerkung: Ist G eine Generatormatrix vom Code C, dann auch jede MatrixG0, die aus G mit Hilfe folgender Operationen erzeugt werden kann:(Z1) Permutationen der Zeilen.(Z2) Multiplikation einer Zeile mit einem Element g 2 Fqnf0g.(Z3) Addition des g-fachen einer Zeile zu einer anderen,wobei g 2 Fq.Beweis: Nach jeder dieser Operationen spannen die Zeilenvektoren immer noch denUnterraum C auf. 22.1.10 De�nitionen:a) Zwei lineare Codes C1 und C2 hei�en �aquivalent, wenn eine Generatormatrixvon C1 durch folgende Operationen in eine Generatormatrix von C2 �ubergef�uhrtwerden kann:(S1) Permutation der Spalten.(S2) Multiplikation einer Spalte mit einem Element g 2 Fqnf0g.b) Eine Generatormatrix G eines [n,k]-Codes hei�t in Standardform , wennG = [Ik; A];wobei Ik die k � k-Einheitsmatrix ist und A eine k � n � k-Matrix. �



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 24Die besondere Bedeutung der Standardform von Generatormatrizen wird deutlich,wenn man mit Hilfe dieser die Codierung von Nachrichten vornimmt. Sei C ein [n; k]-Code, y = (y1; : : : ; yk); y1; : : : ; yk 2 Fq ein Vektor mit einer zu codierenden Nachricht,G = [Ik; A] die Generatormatrix, mit der codiert wird. Dann enth�alt der zu y geh�origeCodevektor y0 wegen y0 = y[Ik; A]in den ersten k Eintr�agen die Nachricht. Alle weiteren Eintr�age sind Pr�ufeintr�age, mitderen Hilfe man, falls Fehler bei der �Ubertragung auftreten, diese aufsp�uren und gege-benenfalls korrigieren kann.2.1.11 Bemerkungen:a) �Aquivalente Codes stimmen in ihren codierungstheoretischen Eigenschaften�uberein, d.h. sie haben die gleiche Dimension und die gleiche Minimaldistanz.b) Jede Generatormatrix kann mit den Operationen (Z1), (Z2), (Z3), (S1) und (S2)in Standardform gebracht werden.Beweis:a) Es seien z1; : : : ; zk die Zeilenvektoren von C. (S1) bedeutet f�ur die Zeilenvekto-ren, da� ihre Eintr�age alle in der gleichen Weise permutiert werden. Bei einembeliebigen Codevektor x werden somit nur die Eintr�age permutiert, d.h. wederDimension noch Minimaldistanz ver�andert.(S2) �andert nicht den Rang von G, d.h. die Dimensionen �aquivalenter Codes sindgleich. (S2) entspricht bei den Codevektoren einer Multiplikation eines Eintragesmit einem von 0 verschiedenemElement aus Fq. Der Hamming-Abstand beliebigerCodevektoren und somit die Minimaldistanz bleiben dadurch unbeein
u�t.b) Man geht wie folgt vor:Man permutiert die Spalten, bis in der ersten Zeile der erste Eintrag verschiedenvon 0 ist. Man teilt die erste Zeile durch diesen Eintrag und setzt ihn somitauf 1. Alle weiteren Eintr�age dieser Spalte werden auf 0 gebracht, indem manentsprechende Vielfache der ersten Zeile von den �ubrigen Zeilen abzieht.Dieses Verfahren wiederholt man f�ur die �ubrigen Zeilen 2; 3; : : : ; k und erh�alt sodie gew�unschte Form. 2Wir haben gesehen, wie mit Hilfe einer Generatormatrix Nachrichten codiert werden.Zur Angabe eines einfachen Decodierungsverfahrens sind folgende De�nitionen n�otig.2.1.12 De�nitionen:a) Sei n 2 IN , x 2 Fqn ein Vektor. Das Gewicht wgt(x) wird de�niert als die Anzahlder von 0 verschiedenen Eintr�age von x.



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 25b) Sei n 2 IN , C ein linearer [n; k]-Code �uber Fq. Eine (Slepian) StandardmatrixSC zu C ist eine qn�k � qn-Matrix, die wie folgt konstruiert wird:i) Man schreibt in die erste Zeile alle Codew�orter aus C, wobei man mit demCodewort 0 beginnt.ii) Man w�ahle einen Vektor v2 2 FqnnC, der minimales Gewicht hat.iii) F�ur jede Spalte trage man in die zweite Zeile v2+w, wobei w der Vektor ausder ersten Zeile ist.iv) Dies wiederhole man f�ur die dritte Zeile mit v3 2 Fqnn(C [ (v2 + C)) usw. �



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 262.1.13 Bemerkung: Jeder Vektor aus Fqn kommt in SC genau einmal vor, da dieNebenklassen a+ C und b + C f�ur b 62 a+ C disjunkt sind und Fqn = (0 + C) [ (v1 +C) [ (v2 + C) + : : : :F�ur die Maximum-Likelihood Decodierung geht man davon aus, das die Anzahlder �Ubertragungsfehler gering ist. Man geht mit einem empfangenen Vektor y wie folgtvor: Ermittlung der Spalte i von SC, in der y steht.Den Vektor x ausgeben, der in SC in der ersten Zeile in der Spalte i steht.Es gilt: d(y; x0) � d(y; x) f�ur alle x0 2 CBeweis: y stehe in der j-ten Zeile von SC, d.h. y 2 vj +C. Nach Konstruktion von SCist x = y � vj. Um ein Codewort zu erhalten, mu� man von y einen Vektor v0 2 vj + Cabziehen. vj ist in vj + C ein Vektor von minimalem Gewicht, es gilt alsod(y; x0) = wgt(y � x0) y�x02vj+C� wgt(vj) = d(y; x): 22.1.14 Beispiel: Wir betrachten den [6,2,3]-Code C �uber F2 mit der GeneratormatrixG = " 1 0 1 0 1 00 1 0 1 0 1 # :Die ersten drei Zeilen einer Standardmatrix zu C sind z.B.(0; 0; 0; 0; 0; 0) (1; 0; 1; 0; 1; 0) (0; 1; 0; 1; 0; 1) (1; 1; 1; 1; 1; 1)(1; 0; 0; 0; 0; 0) (0; 0; 1; 0; 1; 0) (1; 1; 0; 1; 0; 1) (0; 1; 1; 1; 1; 1)(1; 1; 0; 0; 0; 0) (0; 1; 1; 0; 1; 0) (1; 0; 0; 1; 0; 1) (0; 0; 1; 1; 1; 1)Ist ein empfanger Vektor z.B. y = (1; 1; 0; 1; 0; 1), so ist (0; 1; 0; 1; 0; 1) das Codewortmit dem geringsten Abstand zu y.



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 272.2 James Gewichtsr�aume als CodesWir untersuchen die Eigenschaften von James Gewichtsr�aumen als Codes.Es seim eine nat�urliche Zahl, (�#; �) ein Paar von Partitionen f�urm, � eine uneigentlichePartition von m in h�ochstens m Teile, ! = (1m) die Partition von m in genau m Teileund K = Fq ein endlicher K�orper mit q Elementen. Dar�uberhinaus sei n = dim(M�;�)und k = dim(D�#;�;�).Es werden [n; k]-Codes �uber Fq betrachtet, wobei M�;� der Fq-Vektorraum ist, der denlinearen [n; k]-Code D�#;�;� enth�alt.2.2.1 Beispiel: Sei � = (3; 2), � = (2; 2; 1) und �# = (2; 1) wie in Beispiel 1.3.1 undBeispiel 1.3.2. Dort hatten wir als Basis f�ur M�;�b1 = 1 1 32 2 ; b2 = 1 1 32 2 ; b3 = 1 2 21 3 ; b4 = 1 2 31 2 und b5 = 2 2 31 1 ;und als Basis f�ur D�;�#;�p1 = 1 1 22 3 � 1 2 21 3 ; p2 = 1 1 32 2 � 1 2 31 2 ;p3 = 1 2 23 1 � 2 2 31 1 und p4 = 1 2 32 1 � 2 2 31 1 :In dieser Nummerierung sieht die Generatormatrix dieses [5,4]-Codes wie folgt aus:26664 1 0 �1 0 00 1 0 �1 00 0 1 0 �10 0 0 1 �1 37775Mit �; � und �# haben wir 3 Parameter, die Ein
u� auf n; k und die Minimaldistanzd haben. ImAnhang sind einige Tabellen zum Verhalten von n; k und d in Abh�angigkeitvon �; � und �# zu �nden. Bei den Untersuchungen der Codes konnten verschiedeneCodeklassen bestimmt werden, die 'gute' Eigenschaften besitzen und die im Folgendenbeschrieben werden.



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 282.2.1 MDS - Codes2.2.2 Korollar: F�ur jeden [n; k; d]- Code C gilt die Singleton-Schranked � n � k + 1:Beweis: Da n; k und d �aquivalenter Codes gleich sind (siehe Bemerkung 2.1.11a))k�onnen wir o.B.d.A. davon ausgehen, das zu C eine Generatormatrix G in Standardformexistiert. Die Zeilen von G sind eine Basis von C und somit Codevektoren. F�ur jedeZeile gilt, da� von den ersten k Eintr�agen genau einer verschieden von 0 ist. Ist also yein beliebiger Zeilenvektor, so giltd = dC � d(y; 0) � n � k + 1: 22.2.3 De�nition: Ein MDS - Code (MaximumDistance Seperabel) ist ein [n; k; d]-Code, f�ur den die Singleton-Schranke genau erf�ullt ist, d.h. d = n� k + 1 gilt. �Seien r; s 2 IN mit r � s. F�ur dieses Unterkapitel sei� = (r; r); �# = (s; s) und � = (r; r):Wir befassen uns zun�achst mit der Ermittlung von n = dim(M�;�). Daf�ur betrachtenwir die �-Tabloide vom Inhalt �:1 : : : 12 : : : 2 ; 1 : : : 1 21 2 : : : 2 ; 1 : : : 1 2 21 1 2 : : : 2 ; : : : ; 2 : : : 21 : : : 1 :Wie leicht zu erkennen ist, gibt es genau r + 1 verschiedene �-Tabloide vom Inhalt �.Diese wollen wir mit b0; : : : ; br in obiger Reihenfolge durchnumerieren, d.h. bi ist dasTabloid mit i 1'en in der zweiten Zeile.Um k = dim(D�#;�;�) zu bestimmen, m�ussen wir j Seq�(�#; �) j ermitteln. Daf�urwerden �-Sequenzen betrachtet, die entlang der �-Bl�ocke monoton fallend sind. Damiteine solche Sequenz aus Seq�(�#; �) ist, mu� sie mindestens s 'gute' 2'en im zweiten�-Block enthalten, da 2'en im ersten �-Block immer vor den 1'en stehen, also 'schlecht'sind. Jede 2 im zweiten �-Block ist gut, denn stehen t 2'en im zweiten �-Block, dannsind r � t 1'en im zweiten und die restlichen t 1'en im ersten �-Block. Somit bestehtSeq�(�#; �) ausj0 = ( rz }| {1; : : : ; 1; rz }| {2; : : : ; 2); j1 = (2; r�1z }| {1; : : : ; 1; r�1z }| {2; : : : ; 2; 1); : : : ;jr�s = ( r�sz }| {2; : : : ; 2; sz }| {1; : : : ; 1; sz }| {2; : : : ; 2; r�sz }| {1; : : : ; 1):Wir haben also einen [r + 1; r � s+ 1]-Code �uber M�;�.



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 29Um die Generatormatrix dieses Codes aufstellen zu k�onnen, m�ussen wire�#;�sub�(T �ji) f�ur alle i = 0; : : : ; r � sbestimmen. Die ersten i Stellen von ji sind mit 'schlechten' 2'en belegt, die laut Kon-struktionsvorschrift in sub�(T � ji) die letzten i Stellen der zweiten Zeile mit 1'en f�ullen.Alle anderen Elemente in ji sind 'gut', so da� gilt:sub�(T � ji) = r�iz }| {1 1 : : : 1 iz }| {2 2 : : : 22 2 : : : 2| {z }r�i 1 1 : : : 1| {z }i :F�ur i = 0; : : : ; r � s stehen in sub�(T � ji) in den ersten s Spalten jeweils in der erstenZeile 1'en und in der zweiten Zeile 2'en. CT (�#) =< (1; r+1); (2; r+2); : : : ; (s; r+ s) >ist somit ein Erzeugnis von Transpositionen, die 1'en der ersten mit 2'en der zweitenZeile vertauschen.fsub�(T � ji)g ist das �-Tabloid vom Inhalt �, das i 1'en in der zweiten Spalte enth�alt,d.h. fsub�(T � ji)g = bi:Jede aus l Transpositionen bestehende Permutation � 2 CT (�#) bringt genau l 1'en indie zweite Zeile. Es ist somit f�sub�(T � ji)g = bi+l. Es gibt  sl ! Permutationen inCT (�#), die aus l Transpositionen bestehen, d.h.e�#;�sub�(T �ji) = sXl=0(�1)l  sl ! bi+l:Die Generatormatrix G zu diesem Code hat bez�uglich der Basis (bi)i=0;:::;r die FormG = (gi;j)i = 0; : : : ; r � sj = 0; : : : ; r mit gi;j = (�1)j�i  sj � i ! :2.2.4 Beispiel: Sei r = 5 und s = 3. Die Basis von M�;� istb0 = 1 1 1 1 12 2 2 2 2 ; b1 = 1 1 1 1 21 2 2 2 2 ; b2 = 1 1 1 2 21 1 2 2 2 ;b3 = 1 1 2 2 21 1 1 2 2 ; b4 = 1 2 2 2 21 1 1 1 2 ; b5 = 2 2 2 2 21 1 1 1 1 :



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 30Seq(5;5)((3; 3); (5; 5)) besteht aus den Sequenzen j1 = (1; 1; 1; 1; 1; 2; 2; 2; 2; 2);j2 = (2; 1; 1; 1; 1; 2; 2; 2; 2; 1) und j3 = (2; 2; 1; 1; 1; 2; 2; 2; 1; 1):e(3;3);(5;5)sub(5;5)(T �j1) = 1 1 1 1 12 2 2 2 2 � 2 1 1 1 11 2 2 2 2 � 1 2 1 1 12 1 2 2 2 �� 1 1 2 1 12 2 1 2 2 + 2 2 1 1 11 1 2 2 2 + 2 1 2 1 11 2 1 2 2 ++ 1 2 2 1 12 1 1 2 2 � 2 2 2 1 11 1 1 2 2 = b0 � 3b1+3b2 � b3;e(3;3);(5;5)sub(5;5)(T �j2) = b1 � 3b2 + 3b3 � b4; e(3;3);(5;5)sub(5;5)(T �j3) = b2 � 3b3 + 3b4 � b5:Wir erhalten als GeneratormatrixG = 264 1 �3 3 �1 0 00 1 �3 3 �1 00 0 1 �3 3 �1 375 :2.2.5 Satz: Ein [n; k]-Code �uber Fq mit der GeneratormatrixG = (gi;j)i = 1; : : : ; n � kj = 1; : : : ; n mit gi;j = (�1)j�i  n� kj � i ! ;hat die Minimaldistanz d = n� k + 1, falls die Charakteristik von Fq gr�o�er als n� 1.Beweis: Siehe Zimmermann [8]. 2Somit ist gezeigt, da� es sich bei den hier behandelten Codes um MDS - Codeshandelt.



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 312.2.2 Majorit�atslogik-decodierbare Codes2.2.6 De�nitionen:a) Es sei C ein [n; k]-Code, dann ist der zugeh�orige Orthogonalraum ein [n; n � k]-Code und wird mit C? bezeichnet.b) Ist c 2 C?, dann hei�t die GleichungnXi=1 cixi = 0Parity-Check Gleichung zu C . �2.2.7 Satz: Es sei C ein linearer [n; k]-Code, bei dem f�ur alle Positionen j = 1; : : : ; ngilt:Es gibt m Parity-Check Gleichungen (l = 1; : : : ;m) Pni=1 cji;lxi = 0; (cj1;l; : : : ; cjn;l) 2 C?mit:a) cjj;l = 1 f�ur alle l 2 m.b) F�ur alle j und alle i 6= j sei aus der Koe�zientenmenge fcji;1; : : : ; cji;mg maximalein Element verschieden von 0.F�ur die Minimaldistanz von C gilt dann:dC � m+ 1:Beweis: Es gen�ugt zu zeigen, da� f�ur alle Codevektoren das Gewicht echt gr�o�er als mist, denn ist dies erf�ullt, dann ist gilt f�ur zwei beliebige Codevektoren y; z 2 C mit y 6= zd(y; z) = wgt(z � y) � m+ 1; da z � y 2 C:Sei nun y 6= 0 ein Codevektor mit yj 6= 0. F�ur alle l 2 m kann die Parity-CheckGleichung nXi=1 cji;lyi = 0wegen cjj;lyj = yj 6= 0 nur dann erf�ullt sein, wenn f�ur mindestens ein i 6= j das Produktcji;lyi 6= 0.Da nach b) jedes yi in h�ochstens einer der m Parity-Check Gleichungen mit einemKoe�zienten verschieden von 0 versehen ist, m�ussen au�er yj mindestens m Eintr�agevon y verschieden von 0 sein. 22.2.8 De�nition: Ein Code, der die Voraussetzungen von Satz 2.2.7 erf�ullt, hei�tvollst�andig in einem Schritt orthogonalisierbar . �



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 322.2.9 Bemerkung: Erfolgt die Codierung von Nachrichten eines [n; k]-Codes mit einerGeneratormatrix in Standardform, dann m�ussen die Voraussetzungen von Satz 2.2.7 nurf�ur j = 1; : : : ; k erf�ullt sein, da f�ur jeden von 0 verschiedenen Codevektor mindestenseine der ersten k Stellen verschieden von 0 ist.Ist nun C ein vollst�andig in einem Schritt orthogonalisierbarer [n; k]-Code und wirddar�uberhinaus die Codierung von Nachrichtenvektoren z = (z1; : : : ; zk); z1; : : : ; zk 2 Fqdurch Multiplikation mit einer Generatormatrix in Standardform vorgenommen, dannenthalten die ersten k Stellen eines Codevektors die Nachricht und man kann folgendesDecodierungsschema angeben: Es sei x ein Codevektor. L�ost man die Parity-CheckGleichungen f�ur die erste Position nach x1 auf, erh�alt man die Gleichungenx1 = x1x1 = �c12;1x2 � : : : � c1n;1xn... ...x1 = �c12;mx2 � : : : � c1n;mxn ;wobei nach Vorraussetzung jedes xi mit i > 1 in maximal einer Gleichung einen von 0verschiedenen Koe�zienten hat.Wird nun ein Vektor y empfangen, dann setzt man ihn f�ur x ein und decodiert als erstesElement der Nachricht den Wert, der aufgrund dieser Gleichungen am h�au�gsten f�ur y1ermittelt wird (d.h. den Wert, der die Majorit�at hat). Es sei m gerade. Geht man davonaus, da� maximal m2 Fehler aufgetreten sind, dann erh�alt man als y1 mindestens m2 + 1-mal den korrekten Wert und hat mit dieser Decodierung eventuell aufgetreten Fehlerkorrigiert (ist m ungerade, kann man m�12 Fehler korrigieren). Das gleiche Verfahrenwendet man auch auf die �ubrigen k � 1 Nachrichteneintr�age an.C ist dann majorit�atslogik-decodierbar.2.2.10 Beispiel: Wir betrachten den [9,3,3]-Code C mit der Generatormatrix ausBeispiel 2.1.8 G = 264 1 0 0 1 0 0 1 0 00 1 0 0 1 0 0 1 00 0 1 0 0 1 0 0 1 375 :F�ur die erste Position haben wir die Parity-Check Gleichungenx1 � x4 = 0 und x1 � x7 = 0;da c1 = (1; 0; 0;�1; 0; 0; 0; 0; 0) und c2 = (1; 0; 0; 0; 0; 0;�1; 0; 0) wegen GcT1 = GcT2 = 0aus dem Orthogonalraum von C sind. Derartige Gleichungen lassen sich nat�urlich auchf�ur die zweite und die dritte Position �nden.Sei nun y = (1; 1; 0; 1; 1; 0; 0; 1; 0) der empfangene Vektor. Da mity1 = y1 = 1; y1 = y4 = 1 und y1 = y7 = 0der Wert 1 die Majorit�at hat, wird dieser als erste Stelle des Nachrichtenvektors deco-diert. Auf die gleiche Weise verf�ahrt man mit der zweiten und dritten Position. DiesesDecodierungsprinzip ist aber schon wegen des Codierungsverfahrens, mit dem wir f�urdieses Beispiel ausgegangen sind, o�ensichtlich (siehe Beispiel 2.1.5).



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 33Wong [7] zeigt, da� Spechtmoduln (d.h. �# = � und � = !) als Codes vollst�andigin einem Schritt orthogonalisierbar sind, falls � eine Partition in zwei Teile ist. DerBeweis zu dieser Aussage liefert einen Algorithmus zur Berechnung der Parity-CheckGleichungen, der in C implementiert wurde.2.2.11 Beispiel: Sei � = (2; 2). Die Basis von M (2;2);(14) ist dannb1 = 1 23 4 ; b2 = 1 32 4 ; b3 = 1 42 3 ; b4 = 2 31 4 ; b5 = 2 41 3 ; b6 = 3 41 2 :Der Code D(2;2);(2;2);(14) hat die Basisp1 = 1 23 4 � 3 21 4 � 1 43 2 + 3 41 2 ; p2 = 1 32 4 � 2 31 4 � 1 42 3 + 2 41 3 :Als Generatormatrix erhalten wir somitG = " 1 0 �1 �1 0 10 1 �1 �1 1 0 # :Die Gleichungenx1 + x2 + x3 = 0; x1 + x4 + x5 = 0 und x1 � x6 = 0sind Parity-Check Gleichungen f�ur die erste Position, daG0BBBBBBBB@ 111000 1CCCCCCCCA = G0BBBBBBBB@ 100110 1CCCCCCCCA = G0BBBBBBBB@ 10000�1 1CCCCCCCCA =  00 !Die Parity-Check Gleichungen zur zweiten Position lautenx2 + x1 + x3 = 0; x2 + x4 + x6 = 0 und x1 � x5 = 0:Wird die Codierung von Nachrichtenvektoren durch Multipliktion mit G vorgenommen,dann ist dieser Code Majorit�ats-logik decodierbar. Da einerseits zu jeder Nachrichten-Position drei Parity-Check Gleichungen existieren und andererseits das Gewicht derBasisvektoren von D(2;2);(2;2);(14) gleich 4 ist, hat dieser Code die Minimaldistanz 4.



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 342.2.3 Bin�are Reed-Muller CodesDie in diesem Unterkapitel behandelten Codes sind immer Codes �uber F2. Die beiPolytabloiden auftretenden Minuszeichen k�onnen also vernachl�assigt werden.Um zu zeigen, da� f�ur bestimmte �#; � und � die von uns untersuchten Vektorr�aumeden bin�aren Reed-Muller Codes entsprechen, werden diese zun�achst de�niert.2.2.12 De�nition: Seien a = (a1; : : : ; an); b = (b1; : : : ; bn) 2 (F2)n. Wir de�nieren dasProdukt a � b := (a1b1; : : : ; anbn): �Im Weiteren sei 1 = (1; : : : ; 1) der Vektor der L�ange n, der an jeder Stelle eine 1 hatund m; r 2 IN mit r � m.2.2.13 De�nition: Es sei n = 2m. Wir stellen einem�n-Matrix auf, bei der die Spaltenaus allen verschiedenen Vektoren aus (F2)m bestehen. Die Zeilenvektoren dieser Matrixwerden mit v1 bis vm durchnummeriert. Der bin�are Reed-Muller Code der Ordnung rund der L�ange n = 2m ist der Unterraum von (F2)n, der durch 1 und alle Vektorendie durch Produkte von maximal r Vektoren aus fv1; : : : ; vmg entstehen, erzeugt wird.Dieser Code wird mit RM(r,m) bezeichnet. �2.2.14 Beispiel: Wir betrachten RM(2,3). Die Matrix, deren Zeilenvektoren v1; v2und v3 festlegen, lautet 264 0 0 0 0 1 1 1 10 0 1 1 0 0 1 10 1 0 1 0 1 0 1 375 :Sei also v1 = (0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1); v2 = (0; 0; 1; 1; 0; 0; 1; 1) und v3 = (0; 1; 0; 1; 0; 1; 0; 1).RM(2,3) wird erzeugt von den Vektoren 1,v1; v2; v3; v1 � v2; v1 � v3 und v2 � v3.2.2.15 Satz: Der bin�are Reed-Muller Code RM(r,m) ist ein [2m;Pri=0 � mi �; 2m�r]-Code �uber F2.Beweis: Siehe MacWilliams [5] Kapitel 13. 2F�ur den Rest dieses Kapitels sei l � m eine nat�urliche Zahl, �# = (l; l); � = (m;m)und � = (m; 1m). Wir wollen zeigen, da� der James-Gewichtsr�aum D�#;�;� �uber F2dem Reed-Muller Code RM(m-l,m) entspricht. Dazu wollen wirM�;� und D�#;�;� n�aheruntersuchen.Betrachtet man das Tabloid 1 1 : : : 12 3 : : : m+ 1



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 35aus M�;�, gibt es o�ensichtlich � m1 � verschiedene �-Tabloide vom Inhalt �, bei denengenau ein von 1 verschiedenes Element in der ersten Zeile steht, � m2 �, bei denen zweivon 1 verschiedene Elemente in der ersten Zeile stehen usw. Wir erhalten alsodim(M�;�) = mXi=0� mi � = 2m:Ferner ist jedes �-Tabloid vom Inhalt � dadurch bestimmt, welche der Elemente ausf2; : : : ;m+ 1g in der ersten Zeile stehen.Die verschiedenen �-Tabloide vom Inhalt � seien im Weiteren die Standardbasis vonM�;�:Um die Dimension von D�#;�;� zu bestimmen, betrachten wir die monotone Sequenzm� = ( �1z }| {1; : : : ; 1; �2z}|{2 ; : : : ; �m+1z}|{2 ) 2 Seq�(�#; �):Wie bei den Maximum-Distance Codes untersuchen wir hier, welche der �-Sequenzen,die entlang der �-Bl�ocke monoton fallend sind, mindestens l gute 2'en enthalten. Analogzu den Maximum-Distance Codes sind das genau diejenigen Sequenzen, die im ersten�-Block nicht mehr als m � l 2'en stehen haben. Ausgehend von m� gibt es � mi �M�oglichkeiten, i 2'en aus den Bl�ocken �2 bis �m+1 in den ersten Block zu bringen.Folglich besteht Seq�(�#; �) aus genau Pm�li=0 � mi � Sequenzen, so da� giltdim(D�#;�;�) = m�lXi=0 � mi �:Somit ist gezeigt, da� D�#;�;� ein [2m;Pm�li=0 � mi �]-Code ist, also zumindest darin mitdem Reed-Muller Code RM(m-l,m) �ubereinstimmt. Die Gleicheit dieser Codes wirdzun�achst f�ur zwei Spezialf�alle gezeigt.2.2.16 Satz:a) Der James-Gewichtsraum D�;�;� entspricht dem Reed-Muller Code RM(0,m).b) Der James-Gewichtsraum D(m�1;m�1);�;� stimmt mit dem Reed-Muller CodeRM(1,m) �uberein.Beweis:a) Es gen�ugt nach De�nition von RM(0,m), zu zeigen, da� D�;�;� den Vektor 1enth�alt. Seq�(�; �) besteht nur aus m�.sub�(T �m�) = 1 1 : : : 12 3 : : : m+ 1 ;



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 36d.h. CT (�) = CT ist f�ur dieses Tableau das Erzeugnis aller Transpositionen, diedie von 1 verschiedenen Elemente aus der zweiten Zeile mit 1'en aus der erstenZeile vertauschen. Somit steht jedes �-Tabloide vom Inhalt � genau einmal in derSumme j = X�2CT (�)f�sub�(T �m�)g;d.h. j = 1 (wegen K = F2 darf sgn(�) vernachl�assigt werden).b) Wir bezeichnen die Sequenz aus Seq�((m � 1;m � 1); �), die im Block �1 eine 2und im Block �1+i eine 1 stehen hat, mit si. Es gibt genau m solcher Sequenzen.sub�(T � si) = 1 : : : 1 i+ 12 : : : m+ 1 1 ;wobei in der letzten Spalte die 1 der zweiten Zeile nach Kontruktion von der'schlechten' 2 an der ersten Stelle von si verursacht wird, und die i+ 1 der erstenZeile dadurch, da� (wie gesehen im Lemma 1.2.13) die Elemente aus dem Block�i+1 auf i+1 abgebildet werden. Da CT (m�1;m�1), angewandt auf das Tableausub�(T � si), alle Spalten au�er der letzten permutiert, besteht f�ur alle i 2 m derTr�ager von bi := X�2CT (m�1;m�1)f�sub�(T � si)g 2 D(m�1;m�1);�;�genau aus den Tabloiden, die in der ersten Zeile eine i+ 1 stehen haben.Um zu zeigen, da� die bi den Vektoren vj aus der De�nition der Reed-Muller Co-des entsprechen, betrachten wir die Matrix A, die aus den Zeilenvektoren bi; i =1; : : : ;m besteht:Wie wir oben bereits festgestellt haben, wird jedes �-Tabloid vom Inhalt � durchdie von 1 verschiedenen Elemente, die in der ersten Zeile stehen, eindeutig festge-legt. Es k�onnen daher zwei verschiedene �-Tabloide vom Inhalt � nicht zu genauden gleichen Tr�agern der bi geh�oren. Die 2m Spalten von A sind demnach verschie-den, d.h. es sind alle verschiedenen Vektoren aus (F2)m.Es bleibt zu zeigen, da� 12 D(m�1;m�1);�;�.CT ((m� 1;m� 1)), angewandt aufsub�(T �m�) = 1 1 : : : 12 3 : : : m+ 1 ;ergibt alle �-Tabloide vom Inhalt �, die in der zweiten Zeile eine m + 1 stehenhaben. Somit besteht der Tr�ager vonj = sm + X�2CT ((m�1;m�1))f�sub�(T �m�)gaus allen Tabloiden, die eine m + 1 in der ersten oder in der zweiten Zeile stehenhaben, d.h. j = 1 . 2



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 37Diesen Satz k�onnen wir jetzt verallgemeinern.2.2.17 Satz: F�ur alle l = 0; : : : ;m stimmt der James-Gewichtsraum D(l;l);�;� mit demReed-Muller Code RM(m� l;m) �uberein.Beweis: Es gen�ugt zu zeigen, da� das Erzeugendensystem von Reed-Muller Codes inD(l;l);�;� enthalten ist, da die Dimensionen, wie bereits gezeigt, �ubereinstimmen. DerMenge fv1; : : : ; vmg aus der De�nition 2.2.13 entspricht die Menge B� := fb1; : : : ; bmgaus dem Beweis zu Satz 2.2.16 b). Es mu� also gezeigt werden, da� alle Produkte vonmaximal m� l Vektoren aus B� in D(l;l);�;� sind.Absteigende Induktion �uber l:l = m� 1: Es wurde im Beweis von Satz 2.2.16 gezeigt, da� die Vektoren aus B� inD(m�1;m�1);�;� sind.l ! l � 1: D(l;l);�;� enth�alt nach Induktionsvorraussetzung alle Produkte von maxi-mal m � l Vektoren aus B�, d.h. mit Korollar 1.2.16 sind alle diese Produkte auchin D(l�1;l�1);�;�. Zu zeigen ist somit nur, da� Produkte von m � l + 1 verschiede-nen Vektoren aus B� in D(l�1;l�1);�;� sind. Da wir Codes �uber F2 betrachten, ist mita = (a1; : : : ; an); b = (b1; : : : ; bn) 2 (F2)n (n = 2m) das Produkt a � b der Vektor, der alsTr�ager die Schnittmenge der Tr�ager von a und b hat.Wie im Beweis von Satz 2.2.16 gesehen, hat bi als Tr�ager alle �-Tabloide vom Inhalt�, die in der ersten Zeile eine i+ 1 stehen haben. Seib = bi1 � : : : � bim�l+1 ; i1; : : : ; im�l+1 2 m mit ir < is f�ur r < s:b ist dann der Vektor, dessen Tr�ager alle �-Tabloide enth�alt, bei denen die Zahlen ausI := fi1 + 1; i2 + 1; : : : ; im�l+1 + 1g in der ersten Zeile stehen.Es sei j 2 Seq�((l � 1; l � 1); �) diejenige Sequenz, die im ersten �-Block m� l + 12'en, l� 1 1'en und in den Bl�ocken �i1+1; : : : ; �im�l+1+1 1'en als Bilder hat. Die �ubrigen�-Bl�ocke sind mit 2'en belegt.Es ist t = sub�(T � j) = l�1z }| {1 : : : 1 i1 + 1 i2 + 1 : : : im�l+1 + 1� : : :�| {z }l�1 1 1 : : : 1 ;wobei alle Zahlen aus f2; : : : ;m+ 1gnI, die in aufsteigender Reihenfolge in den erstenl � 1 Spalten der zweiten Zeile stehen, mit � gekennzeichnet wurden.CT ((l� 1; l� 1)) permutiert jeweils die zwei Elemente aus den ersten l� 1 Spalten,so da� X�2CT ((l�1;l�1))f�tg = e(l�1;l�1);�sub�(T �j) 2 D(l�1;l�1);�;�als Tr�ager alle �-Tabloide vom Inhalt � enth�alt, die in der ersten Zeile die Zahlen aus Istehen haben, so da� b 2 D(l�1;l�1);�;�. Also ist jedes Produkt von m � l + 1 Vektorenaus B� in D(l�1;l�1);�;�. 2



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 38Es gelten also alle Aussagen f�ur Reed-Muller Codes auch f�ur James-Gewichtsr�aumemit den Parametern �# = (l; l); � = (m;m) und � = (m; 1m). Die Minimaldistanz dieserJames-Gewichtsr�aume ist folglich gleich 2l (siehe Satz 2.2.15).Reed-Muller Codes haben zudem Eigenschaften, die den Eigenschaften der in einemSchritt orthogonalisierbaren Codes aus dem letzten Unterkapitel gleichen. Reed-MullerCodes RM(m�l;m) und somit James-Gewichtsr�aumeD(l;l);(m;m);(m;1m) sind in l Schrittenmajorit�ats-logikdecodierbar (siehe MacWilliams [5] Kapitel 13.7.). Diese Eigenschaftwird im abschlie�enden Beispiel erkl�art.2.2.18 Beispiel: Sei �# = (2; 2); � = (3; 3) und � = (3; 13). Die Basis von M�;� ist:b1 = 1 1 12 3 4 ; b2 = 2 1 11 3 4 ; b3 = 1 3 12 1 4 ; b4 = 1 1 42 3 1b5 = 2 3 11 1 4 ; b6 = 2 1 41 3 1 ; b7 = 1 3 42 1 1 ; b8 = 2 3 41 1 1 :Als Basis von D�# ;�;� erhalten wire�#;�sub�(T �(1;1;1;2;2;2)) = 1 1 12 3 4 + 2 1 11 3 4 + 1 3 12 1 4 + 2 3 11 1 4 = b1 + b2 + b3 + b5e�#;�sub�(T �(2;1;1;1;2;2)) = 1 1 23 4 1 + 3 1 21 4 1 + 1 4 23 1 1 + 3 4 21 1 1 = b2 + b5 + b6 + b8e�#;�sub�(T �(2;1;1;2;1;2)) = 1 1 32 4 1 + 2 1 31 4 1 + 1 4 32 1 1 + 2 4 31 1 1 = b3 + b5 + b7 + b8e�#;�sub�(T �(2;1;1;2;2;1)) = 1 1 42 3 1 + 2 1 41 3 1 + 1 3 42 1 1 + 2 3 41 1 1 = b4 + b6 + b7 + b8Als Generatormatrix haben wir somit26664 1 1 1 0 1 0 0 00 1 0 0 1 1 0 10 0 1 0 1 0 1 10 0 0 1 0 1 1 1 37775 :Eine Generatormatrix in Standardform erhalten wir, indem wir die zweite und die dritteZeile zu der ersten addieren:G := 26664 1 0 0 0 1 1 1 00 1 0 0 1 1 0 10 0 1 0 1 0 1 10 0 0 1 0 1 1 1 37775 :



KAPITEL 2. CODIERUNGSTHEORETISCHE ANWENDUNGEN 39Die Vektorenp1 = (1; 1; 1; 0; 1; 0; 0; 0) p2 = (1; 1; 0; 1; 0; 1; 0; 0) p3 = (1; 1; 0; 0; 0; 0; 1; 1)p4 = (1; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 1) p5 = (1; 0; 1; 1; 0; 0; 1; 0) p6 = (1; 0; 0; 1; 1; 0; 0; 1)sind, wegen GpTi = 0, f�ur alle i = 1; : : : ; 6 aus dem Orthogonalraum von D�#;�;�.F�ur alle Codevektoren gelten also folgende Parity-Check Gleichungen:(x1 + x2) + x3 + x5 = 0 (p1)(x1 + x2) + x4 + x6 = 0 (p2)(x1 + x2) + x7 + x8 = 0 (p3)(x1 + x3) + x2 + x5 = 0 (p1)(x1 + x3) + x6 + x8 = 0 (p4)(x1 + x3) + x4 + x7 = 0 (p5)(x1 + x4) + x2 + x6 = 0 (p2)(x1 + x4) + x3 + x7 = 0 (p5)(x1 + x4) + x5 + x8 = 0 (p6)Es sei y der empfangene Vektor. F�ur die Summen z1 := y1 + y2; z1 := y1 + y3 undz3 := y1 + y4 haben wir wegen obiger Parity-Check Gleichungen je vier voneinanderunabh�angige Ausdr�ucke, n�amlich z1 : y1 + y2y3 + y5y4 + y6y7 + y8z2 : y1 + y3y2 + y5y6 + y8y4 + y7z3 : y1 + y4y2 + y6y3 + y7y5 + y8Im ersten Schritt zur Decodierung der ersten Koordinate des Nachrichtenvektors deco-diert man die Summen z1; z2 und z3 per Mayorit�atslogik. Der zweiten Schritt bestehtdarin, (ebenfalls mit Mayorit�atslogik) y1 mit Hilfe der Ausdr�uckey1; z1 + y2; z2 + y3 und z3 + y4zu decodieren. Falls nicht mehr als ein Fehler bei der �Ubertragung aufgetreten ist, wurdef�ur y1 der Wert ermittelt, der auch gesendet wurde. Analoge Gleichungen lassen sichauch f�ur die anderen drei Nachrichtenvektoren �nden, so da� D�# ;�;� in 2 Schrittenmayorit�atslogik-decodierbar ist.



Kapitel 3Endliche K�orper3.1 Theoretische Grundlagen f�ur endliche K�orperin Normalbasenrepr�asentationIn diesemKapitel wird die Existenz von trace-kompatiblenElementen und trace-kompatiblenPolynomen gezeigt. Es wird ferner beschrieben, wie mit Hilfe dieser Polynome die Ein-bettung endlicher K�orper in Oberk�orper implementiert werden kann.Sei Fq ein endlicher K�orper mit q Elementen (siehe Lidl/Niederreiter [4] Kapitel 2.1)und Fq sein algebraischer Abschlu�.3.1.1 De�nitionen:a) � 2 Fq hei�t normal in Fqn �uber Fq , wenn die Konjugierten f�;�q; : : : ; �qn�1gvon � eine Basis von Fqn �uber Fq darstellen. Diese Basis hei�t Normalbasis .b) f 2 Fq[X] vom Grad m hei�t normal �uber Fq, wenn eine Wurzel � 2 Fqn von fnormal in Fqn �uber Fq ist. �Im folgenden bezeichne I � IN eine unter Teilbarkeit abgeschlossene Menge, d.h.mit n 2 I sind auch alle Teiler von n in I enthalten.3.1.2 De�nitionen:a) Seien m;d 2 IN , d ein Teiler von m und � 2 Fqn. Die Trace-Funktion Tm:d :Fqm ! Fqd ist de�niert durchTm:d(�) := �+ �qd + �q2d + : : :+ �qm�d = r�1Xi=0 �qid ; wobei r = md :40



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 41b) Eine Folge (�n)n2I von Elementen �n 2 F q hei�t trace-kompatibel �uber Fq,wenn f�ur alle n 2 I gilt :1. �n ist normal in Fqn �uber Fq und2. Tn:d(�n) = �d f�ur alle Teiler d von n.c) Eine Folge (fn)n2I von Polynomen fn 2 Fq[X], deg(fn) = n, hei�t trace-kompati-bel �uber Fq,wenn f�ur alle n 2 I gilt :1. fn ist normal �uber Fq und2. es existiert eine Wurzel � 2 Fqn von fn, so da� Tn:d(�) eine Wurzel von fdist, f�ur alle Teiler d von n. �3.1.3 Bemerkungen:a) In De�nition 2 a) gilt Tm:d(�) 2 Fqd, da(r�1Xi=0 �qid)qd = r�1Xi=0 �qidqd = �qd + �q2d + : : :+ �qm = (wegen �qm = �)= �+ �qd + �q2d + : : :+ �qm�d = r�1Xi=0 �qid;d.h. Tm:d(�) ist Wurzel von Xqd �X, und somit aus Fqd.b) Es gilt f�ur �; � 2 Fqn wegen Pmd �1i=0 (� + �)qi = Pmd �1i=0 �qi + �qi:Tm:d(�+ �) = Tm:d(�) + Tm:d(�)c) Die Trace-Funktion ist transitiv, d.h. mit d j m j n, � 2 Fqn gilt:Tn:d(�) = Tm:d(Tn:m(�))Beweis: Tn:d(�) = � + �qd + : : : + �qm�d ++ �qm + �qm+d + : : : + �q2m�d +... ... ...+ �qn�m + �qn�m+d + : : : + �qn�d = (zeilenweise)= Tm:d(�) + Tm:d(�qm) + : : :+ Tm:d(�qn�m) = (nach b))= Tm:d(� + �qm + : : :+ �qn�m) = Tm:d(Tn:m(�)): 2



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 42Nun gilt es, die Existenz von trace-kompatiblen Elementen bzw. Polynomen zubeweisen. Mit den folgenden De�nitionen kann man (nach Alfred Scheerhorn [6] Kapitel2) den Existenzbeweis auf ein Reste-Problem von Polynomen zur�uckf�uhren.3.1.4 De�nitionen:a) Die Abbildung � : Fq[X]� F q ! F qnXi=0 aiX i � � := nXi=0 ai�qihei�t (additiver) Exponent .b) Seien f 2 Fq[X]; �; � 2 Fqn und f � � = �. Der (additive) Logarithmus von� zur Basis � wird de�niert durchLog�(�) := f mod (Xn � 1):c) F�ur beliebiges �2F q bezeichne Ord(�) das normierte Polynom f 2 Fq[X] kleinstenGrades mit f � � = 0. �3.1.5 Bemerkung: Die Existenz von Ord(�) f�ur � 2 Fqn ist klar wegenXn � 1 � � = �qn � � = 0:3.1.6 Korollar: Es gilt mit f; g 2 Fq[X]; �; � 2 Fqn:a) f � (g � �) = (fg) � �b) Log�(f � �) = f Log�(�) mod (Xn � 1)c) � normal in Fqn �uber Fq () Ord(�) = Xn � 1Beweis:a) Sei f =Pni=0 aiX i und g = Pmj=0 bjXj mit ai; bj 2 Fq, dann istf � (g � �) = f � mXj=0 bj�qj = nXi=0 ai0@ mXj=0 bj�qj1Aqi bj2Fq= nXi=0 mXj=0 aibj�qi+j == 0@ nXi=0 mXj=0 aibjX i+j1A � � = 0@ nXi=0 aiX i!0@ mXj=0 bjXj1A1A � � = (fg) � �:



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 43b) Sei � = g � �, d.h. Log�(�) = g mod (Xn � 1), damit istLog�(f � �) a)= Log�((fg) � �)) = fg mod (Xn � 1) = f Log�(�) mod (Xn � 1):c) �;�q; : : : ; �qn�1 sind genau dann linear unabh�angig, wenn die Gleichungn�1Xi=0 ai�qi = 0; mit ai 2 Fqnur die triviale L�osung besitzt, d.h. es kein Polynom f 2 Fq[X], Grad(f) < n,mit f � � = 0 gibt. 23.1.7 Korollar: Sei 
 2 Fqn und � normal in Fqn �uber Fq. Sei weiterhin m ein Teilervon n, � 2 Fqm und f 2 Fq[X]. Es gilt :a) Xn � 1Xm � 1 j Log�(�):b) � = Tn:m(
)() Log�(
)Xn � 1Xm � 1 � Log�(�) mod (Xn � 1):c) f � � genau dann normal in Fqm �uber Fq, wenn gilt : ggT(f;Xm � 1) = Xn�1Xm�1 .Beweis:a) Da � 2 Fqm haben wir �qm = �. Das bedeutet f�ur die Darstellung von � bez�uglichder Normalbasis f�;�q; : : : ; �qn�1g:� = a0� + : : : + am�qm + : : : + an�1�qn�1 =�qm = a0�qm + : : : + am�q2m + : : : + an�1�qn�1+m == an�m� + : : : + a0�qm + : : : + an�m�1�qn�1(m-fache Rechtsrotation der Summenelemente).Per Koe�zientenvergleich erh�alt man a0 = am = a2m = : : : = an�m, ebensoa1 = am+1 = a2m+1 = : : : = an�m+1 usw., d.h.� = a0� + : : :+ am�1�qm�1 + : : : : : :+ a0�qn�m + : : :+ am�1�qn�1 :Somit istLog�(�) = a0 + : : :+ am�1Xm�1 + : : : : : :+ a0Xn�m + : : :+ am�1Xn�1:MitXn � 1Xm � 1(a0 + : : :+ am�1Xm�1) = (1 +Xm + : : :+Xn�m)(a0 + : : :+ am�1Xm�1)folgt die Behauptung.



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 44b) "=)": � = Tn:m(
) = nm�1Xi=0 
qim = 0@ nm�1Xi=0 X im1A � 
 = Xn � 1Xm � 1 � 
Den Logarithmus zur Basis � darauf angewant ergibt:Log�(�) = Log�(Xn � 1Xm � 1 � 
) Kor:3:1:6 b)= Log�(
)Xn � 1Xm � 1 mod (Xn � 1)"(=":Log�(
)Xn � 1Xm � 1 � Log�(�) mod (Xn � 1) Kor:3:1:6 b)=) Log�(Xn � 1Xm � 1 � 
) = Log�(�)=) Log�(Xn � 1Xm � 1 � 
) � � = Log�(�) � � Def:3:1:4b)=) � = Xn � 1Xm � 1 � 
 = Tn:m(
):c) Nach Korollar 3.1.6 c) reicht es zu zeigen:Ord(f � �) = Xm � 1() ggT(f;Xn � 1) = Xn � 1Xm � 1 :Sei g = Ord(f � �), d.h. g � (f � �) = gf � � = 0.Ord(�) = Xn � 1 somit gilt f�ur jedes Polynom h, h � � = 0 , Xn � 1 j h (sieheLidl/Niederreiter [4] Kapitel 3.4). Da g also das Polynom kleinsten Grades mitXn � 1 j gf ist, haben wir: g = Xn � 1ggT(f;Xn � 1) :Folglich gilt g = Xm � 1, ggT(f;Xn � 1) = Xn�1Xm�1 23.1.8 Satz: Trace-kompatible Elementfolgen existieren.Beweis: Sei Im 2 IN eine unter Teilbarkeit abgeschlossene Menge, die alle Teiler von m,nicht aber m selbst enth�alt. Wir setzen jetzt voraus, da� (�n)n2Im eine trace-kompatibleFolge von Elementen �uber Fq ist. K�onnen wir nun die Existenz eines �m zeigen, mitdem (�n)n2Im[fmg trace-kompatibel bleibt, dann ist der Satz bewiesen.�m mu� zwei Bedingungen gen�ugen:1. �m ist normal in Fqm �uber Fq.2. Tm:d(�m) = �d f�ur alle Teiler d von m.



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 45Seien m = Qri=1 peii ; r � 1; ei � 1 f�ur alle i 2 r, die Primfaktorzerlegung von m in IN ,mi = m=pi die maximalen Teiler von m und mi;j = ggT(mi;mj) f�ur alle 1 � i; j � r. Seiau�erdem � normal in Fqm �uber Fq. Da Tm:d transitiv ist, reicht es, wenn Tm:mi(�m) =�mi f�ur alle i 2 r gilt. Wir haben also (mit Korollar 3.1.7) die Existenz eines Polynomsf(X) zu zeigen, das Folgendes erf�ullt:ggT(f(X);Xm � 1) = 1(3.1.9) f(X) Xm � 1Xmi � 1 � Log�(�mi) mod (Xm � 1) f�ur alle 1 � i � r:(3.1.10)Wir befassen uns zun�achst mit (3:1:10):(Xm � 1)=(Xmi � 1) teilt Log�(�mi), da �mi 2 Fqmi (siehe Korollar 3.1.7 a)). Wirerhalten somit folgendes �aquivalentes Kongruenzensystem:f(X) � Log�(�mi)Xmi � 1Xm � 1 mod (Xmi � 1) f�ur alle 1 � i � r:(3.1.11)Nach dem Chinesischem Restesatz (vgl. Satz 3.12, W.J.LeVeque [3]) ist dies dann undnur dann l�osbar, wenn f�ur alle 1 � i; j � r gilt:ggT(Xmi � 1;Xmj � 1) j (Xmi � 1Xm � 1 Log�(�mi)� Xmj � 1Xm � 1 Log�(�mj )) :Da (�n)n2Im trace-kompatibel ist, haben wirTmi:mi;j (�mi) = �mi;j = Tmj:mi;j (�mj );d.h. wegen Korollar 3.1.7 b)Xmi � 1Xmi;j � 1Log�(�mi) � Xmj � 1Xmi;j � 1Log�(�mj) mod (Xm � 1):Damit ist Xmi � 1Xm � 1 Log�(�mi) � Xmj � 1Xm � 1 Log�(�mj ) mod (Xmi;j � 1);da (Xm � 1)=(Xmi;j � 1) j Log�(ami;j ) (nach Korollar 3.1.7 a)).Es ist ggT(Xmi � 1;Xmj � 1) = Xmi;j � 1 (vgl. Korollar 3.7 S.77,Lidl/Niederreiter [4]),die Bedingungen f�ur den Chinesischen Restesatz sind also erf�ullt, und (3:1:11) somitl�osbar.Sei h(X) eine L�osung dieses Systems. Die Menge aller L�osungen ist dannL = fh(X) + c(X)l(X) j c(X) 2 Fq[X]g;wobei l(X) = kgV f(Xmi � 1) j i 2 rg. Da �mi normal in Fqmi �uber Fq, haben wir f�uralle i 2 r:ggT(Log�(�mi);Xm � 1) = Xm � 1Xmi � 1 =) ggT(Log�(�mi)Xmi � 1Xm � 1 ;Xmi � 1) = 1



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 46h(X) ist also (wegen (3.1.11) ) teilerfremd zu Xmi �1 f�ur alle i 2 r, somit auch zu l(X).K�onnen wir nun beweisen, da� es ein f(X) 2 L gibt mit ggT(f(X);Xm � 1) = 1, dannerf�ullt f(X) (3.1.9) und (3.1.10), und der Satz ist bewiesen.Zu zeigen: Es gibt c(X) mit ggT(h(X) + c(X)l(X);Xm � 1) = 1:Es sei p(X) ein irreduzibler Faktor von Xm � 1. Ist p(X) ein Teiler von l(X), so kannp(X) kein Teiler von h(X) + c(X)l(X) sein, da h(X) und l(X) teilerfremd sind.Es seien jetzt pi(X); i = 1; : : : ; s die irreduziblen Faktoren von Xm � 1, die nichtgleichzeitig Teiler von l(X) sind.F�ur c(X) mit c(X)l(X) � 1 � h(X) mod (pi(X)); f�ur alle i 2 s(3.1.12)gilt, da� kein irreduzibler Faktor von Xm � 1 das Polynom h(X) + c(X)l(X) teilt. Wirm�ussen also nur zeigen, da� (3.1.12) als lineares Kongruenzensystem l�osbar ist.Es sei f�ur i 2 s ci(X) die L�osung der i-ten Kongruenz von (3.1.12). Diese L�osungexistiert, da ggT(l(X); pi(X)) = 1 f�ur alle i 2 s. Dar�uberhinaus sind alle L�osungen derKongruenz c(X) � ci(X) mod (pi(X));L�osungen der i-ten Kongruenz von (3.1.12) (siehe Satz 3.10 W.J.LeVeque [3]).Wir erhalten ein Kongruenzensystemc(X) � ci(X) mod (pi(X)); i 2 s;das nun seinerseits l�osbar ist wegen ggT(pi(X); pk(X)) = 1, f�ur i 6= j (ChinesischerRestesatz). D.h. wir haben mit eine L�osung von (3.1.12) und so ein Polynom c(X) mitggT(h(X) + c(X)l(X);Xm � 1) = 1: 23.1.13 Satz: Trace-kompatible Polynomfolgen existieren.Beweis: Die Folge von Minimalpolynomen einer trace-kompatiblen Elementfolge istde�nitionsgem�a� trace-kompatibel. 23.1.14 Lemma: Sei (fn)n2I eine trace-kompatible Folge von Polynomen �uber Fq.Ferner sei d ein Teiler von m 2 I, � eine Wurzel von fm und � = Tm:d(�), d.h. nachDe�nition eine Wurzel von fd. Dann gilt f�ur jedes a 2 Fqd:a = a0� + : : : + ad�1�qd�1 = a0� + : : : + ad�1�qd�1 ++ a0�qd + : : : + ad�1�q2d�1 +... ...+ a0�qm�d + : : : + ad�1�qm�1;mit a0; : : : ; ad�1 2 Fq .



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 47Beweis: Nach De�nition von Tm:d gilt :� = Tm:d(�) = � + �qd + �q2d + : : :+ �qm�d :Daraus folgt f�ur alle i = 0; 1; : : : ; d� 1 :�qi = �qi + (�qd)qi + (�q2d)qi + : : :+ (�qm�d)qi = �qi + �qd+i + �q2d+i + : : :+ �qm�d+i ;womit die Gleichung (spaltenweise) bewiesen ist. 23.1.15 Bemerkung: Die Einbettung eines Elements a aus Fqd in Fqm f�uhrt man nundurch, indem man den Koordinatenvektor (a0; a1; : : : ; ad�1) f�ur a bez�uglich der Normal-basis f�; �q; : : : ; �qd�1g von Fqd �uber Fq md -mal wiederholt und diesen dann als Koordi-natenvektor bez�uglich der Normalbasis f�;�q; : : : ; �qm�1g von Fqm �uber Fq au�a�t.



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 483.2 Die Implementierung f�ur SYMMETRICA3.2.1 Dokumentation der bereitgestellten FunktionenDie Funktionen f�ur SYMMETRICA sind in der Text-Datei UE_doc.txtbeschrieben :Die folgenden Funktionen stellen eine Arithmetik fuer endliche Koerper inNormalbasenrepraesentation dar. Sie wurde mit Hilfe trace-kompatiblerPolynome implementiert, die Alfreed Scheerhorn vom IBM Scientific Center inHeidelberg bereitgestellt hat.Um mit diesen Funktionen arbeiten zu koennen werden die Dateientrace_02.pol trace_03.pol trace_05.poltrace_07.pol trace_11.pol trace_13.polbenoetigt die fuer die jeweilige Charakteristik die trace-kompatiblenPolynome vom Grad 1-100 enthalten.Die Funktion erzmulttafel berechnet die Multiplikationstafel fuer dieNormalbasis. erzmulttafel wird automatisch durchgefuehrt, falls Addition oderMultiplikation zweier Koerperelemente dies erfordern. Sie muss also nur dannangesprochen werden, wenn explizit ein bestimmter Erweiterungsgrad gewuenschtwird, d.h. wenn z.B. Koerperelemente zufaellig erzeugt werden sollen, dieeinen bestimmten Erweiterungsgrad haben.erzmulttafel gibt 1 zurueck, falls die Erzeugung der Multiplikationstafelerfolgreich abgeschlossen wurde und 0 sonst.INT erzmulttafel(Erweiterungsgrad)INT Erweiterungsgrad;Die Funktion UE_Platz stellt ein undefiniertes Koerperelement bereit.UE_Platz(Koerperzeiger)INT **Koerperzeiger;Mit der Funktion UE_scan werden Koerperelemente eingelesen.UE_scan(Koerperzeiger)INT **Koerperzeiger;



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 49Die Funktion UE_Zeige gibt ein Koerperelement auf dem Bildschirm aus.INT UE_Zeige(Koerperzeiger)INT **Koerperzeiger;Die Funktion UE_fZeige gibt ein Koerperelement auf das File f aus.INT UE_fZeige(f,Koerperzeiger)FILE *f;INT **Koerperzeiger;Die Funktion minimalErw bettet ein gegebenes Element in den Koerper kleinstenErweiterungsgrades ein, in dem es enthalten ist.minimalErw(Element)INT **Element;Die Funktion UE_add berechnet die Summe von Summ1zeig und Summ2zeig undgibt das Ergebnis dieser Summe auf Ergebzeig aus.Der Zeiger Ergebzeig darf dabei nicht auf dasselbe Koerperelement zeigen,wie Summ1zeig oder Summ2zeig.UE_add(Summ1zeig,Summ2zeig,Ergebzeig)INT **Summ1zeig;INT **Summ2zeig;INT **Ergebzeig;Die Funktion UE_mult berechnet das Produkt von Fakt1zeig und Fakt2zeig undgibt das Ergebnis dieses Produktes auf Ergebzeig aus.Der Zeiger Ergebnzeig darf dabei nicht auf dasselbe Koerperelement zeigen,wie Fakt1zeig oder Fakt2zeig.UE_mult(Fakt1zeig,Fakt2zeig,Ergebzeig)INT **Fakt1zeig;INT **Fakt2zeig;INT **Ergebzeig;



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 50Die Funktion negativ berechnet das additive Inverse von Element und gibt-Element auf Ergebnis aus.Der Zeiger Ergebnis darf dabei nicht auf dasselbe Koerperelement zeigen,wie Element.negativ(Element,Ergebnis)INT **Element,**Ergebnis;Die Funktion UE_hoch berechnet die m-te Potenz von Element und gibtElement**m auf Ergebnis.Der Zeiger Ergebnis darf dabei nicht auf dasselbe Koerperelement zeigen,wie Element.UE_hoch(Element,m,Ergebnis)INT **Element;INT m;INT **Ergebnis;Die Funktion invers berechnet das multiplikative Inverse zu Element und gibt1/Element auf Ergebnis aus.Der Zeiger Ergebnis darf dabei nicht auf dasselbe Koerperelement zeigen,wie Element.UE_invers(Element,Ergebnis)INT **Element,**Ergebnis;Die Funktion ist_null ueberprueft, ob Element dem neutralem Element deradditiven Gruppe des aktuellen Koerpers entspricht. ist_null gibt 1 zurueck,falls dies gilt und 0 sonst.INT ist_null(Element)INT **Element;Die Funktion ist_eins ueberprueft, ob Element dem neutralem Element dermultiplikativen Gruppe des aktuellen Koerpers entspricht. ist_eins gibt 1zurueck falls dies gilt und 0 sonst.INT ist_eins(Element)INT **Element;



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 51Die Funktion Int_Aequivalent berechnet die a-fache Summe des 1-Elementes imGrundkoerper und belegt das Koerperelement Ergebnis mit dieser Summe.Int_Aequivalent(a,Ergebnis)INT a;INT **Ergebnis;Die Funktion ist_gleich vergleicht die Koerperelemente Element1 undElement2. Dazu werden die Koeffizienten von Element1 und Element2 bezueglichder Normalbasis ihres gemeinsammen Erweiterungskoerpers von links nach rechtsverglichen. Die erste Stelle in der sie sich unterscheiden istausschlaggebend.ist_gleich gibt 1 zurueck, falls Element1 > Element2,-1 , falls Element1 < Element2, und0 , falls Element1 = Element2.INT ist_gleich(Element1,Element2)INT **Element1;INT **Element2;Die Funktion Order berechnet die kleinste Zahl m, fuer die Element**m = 1gilt. Order gibt diese Zahl m zurueck.int Order(Element)int **Element;Die Funktion UE_Random erzeugt ein zufaelliges Koerperelement aus dem Koerpermit der aktuellen Koerpererweiterung. Das Ergebnis wird auf Elementausgegeben.UE_Random(Element)INT **Element;



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 523.2.2 QuellcodeDie C-Routinen der Implementierung stehen im File UE_ffields.c :#define maxgrad 100typedef long INT;INT Charakteristik;INT UE_Erw_Grad=0;INT *UE_Platz_Mult;INT **Mult_Tafel;/******************************************************************************//* Hilfsfunktionen *//* *//* Verfasser : Ulrich Eidt *//* Stand : 04.11.91 *//******************************************************************************//******************************************************************************//* Funktion kgv berechnet das kleinste gemeinsamme Vielfache von zwei *//* Integerzahlen. *//******************************************************************************/INT kgv(a,b)INT a,b;{INT c,d;c = a;d = b;while(c && d){c = c % d;if(c)d = d % c;}if(c)return(a*b/c);elsereturn(a*b/d);}/******************************************************************************//* Funktion sqrt berechnet die abgerundete integer-Wurzel einer Integerzahl. *//******************************************************************************/INT sqrt(x)INT x;{INT i;if (x==0)return(0);



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 53for (i=1;i<x;i++)if (i*i > x)return(i-1);return(1);}/******************************************************************************//* Funktion power berechnet die y-te Potenz von x *//******************************************************************************/INT power(x,y)INT x,y;{INT i, s = 1;for (i=0;i<y;i++)s *= x;return(s);}/******************************************************************************//* Funktion prim prueft, ob p eine Primzahl ist. *//* Rueckgabewert: 1, falls p Primzahl, 0 sonst. *//******************************************************************************/INT prim(p)INT p;{INT sqrt();INT i, s;s = sqrt(p);if (p < 2)return(0);if (p > 2 && ((p % 2) == 0))return(0);else{for (i=3;i<=s;i+=2){if ((p % i) == 0)return(0);}}return(1);}/******************************************************************************//* Endliche Koerper : Grundkoerperarithmetik */



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 54/* *//* Verfasser : Ulrich Eidt *//* Stand : 04.11.91 *//******************************************************************************/INT addg(a,b) /* Summation : a,b sind die Summanden (Integerzahlen) */{if (!b)return(a);if (!a)return(b);if (a+b>=Charakteristik)return(a+b-Charakteristik);return(a+b);}INT subg (a,b) /* Subtraktion : a,b sind Integerzahlen */{if (!b)return(a);if (!a)return(Charakteristik-b);if (a>=b)return(a-b);return(Charakteristik+a-b);}INT multg(a,b) /* Multiplikation : a,b sind Faktoren (Integerzahlen) */{if (a && b)return((a*b) % Charakteristik);return(0);}INT divg(a,b) /* Division : a,b sind Integerzahlen */{INT j,i,s;if (!b){printf("Division durch 0\n");return(-1);}if (!a || b==1)return(a);s = a;j = b;i = Charakteristik-2;while(i>0){while(!i % 2){i /= 2;



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 55j =(j*j) % Charakteristik;if (j==1)return(s);}i--;s = (s*j) % Charakteristik;}return(s);}/******************************************************************************//* Gaussalgorithmen : Algorithmen fuer Gleichungssystemloesung *//* *//* Verfasser : Ulrich Eidt *//* Stand : 07.11.91 *//******************************************************************************//******************************************************************************//* Funktion gausszerlegu fuehrt die Dreieckszerlegung PA = LR durch *//* Uebergabeparameter : Mat : ist die Matrix *//* n : Dimension der Matrix *//* P : Platz fuer Permutationsvektor *//* *//* Rueckgabeparameter : 0 falls Matrix singulaer *//* 1 falls Zerlegung erfolgreich durchgefuehrt *//* *//* Bemerkungen : - Die Eintraege der Matrix Mat sind Zeile fuer Zeile von oben*//* nach unten in Mat eingetragen. *//* - Die Funktionen add,sub,mult,div werden verwendet. *//* Diese stehen in EndlArithmet.c *//******************************************************************************/INT gausszerlegu(Mat,n,P)INT **Mat;INT n;INT *P;{INT i,j,k=0,StellePermutation,Zwischenspeicher;for (k=0;k<n;k++){/* Sollte ein Eintrag = 1 sein, dann sind wir optimal *//* ansonsten nehmen wir den ersten Eintrag <> 0 */StellePermutation = -1;for (i=k;i<n;i++)if (Mat[i][k] == 1){StellePermutation = i;i = n+1;}if (StellePermutation < 0)



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 56for (i=k;i<n;i++)if (Mat[i][k] > 0){StellePermutation = i;i = n+1;}/* Falls kein Eintrag <> 0 : Abbruch da Matrix singulaer */if (StellePermutation < 0){free((char *) Mat);return(0);}/* Permutation speichern */P[k] = StellePermutation;/* Vertauschung falls notwendig */if (StellePermutation > k)for (j=0;j<n;j++){Zwischenspeicher = Mat[k][j];Mat[k][j] = Mat[StellePermutation][j];Mat[StellePermutation][j] = Zwischenspeicher;}/* Berechnung von L */Zwischenspeicher = Mat[k][k];if (Zwischenspeicher != 1){Zwischenspeicher = divg(1,Zwischenspeicher);for (i=k+1;i<n;i++)Mat[i][k] = multg(Mat[i][k],Zwischenspeicher);}/* Spaltenweise Berechnung der Untermatrix */for (j=k+1;j<n;j++){Zwischenspeicher = Mat[k][j];for (i=k+1;i<n;i++)Mat[i][j] = subg(Mat[i][j],multg(Mat[i][k],Mat[k][j]));}}if (!Mat[n-1,n-1])return(0);return(1);}/******************************************************************************/



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 57/* Funktion gaussaufloes berechnet die Loesung des Gleichungssystems : *//* LRx = Pb *//* Uebergabeparameter : Mat : ist die Matrix mit den Informationen zu L und R*//* n : Dimension der Matrix *//* b : rechte Seite des Permutationsvektors *//* P : Permutationsvektor *//* *//* Bemerkungen : - Die Funktion ist ohne Rueckgabeparameter. *//* - Der Vektor b enthaelt nach der Aktion das Ergebnis *//* - Die Funktionen addg,subg,multg,divg werden verwendet. *//******************************************************************************/INT gaussaufloes(Mat,n,b,P)INT **Mat;INT n;INT *b;INT *P;{INT i,k=0,Zwischenspeicher;/* b := Pb */for (k=0;k<n-1;k++)if (k<P[k]){Zwischenspeicher = b[k];b[k] = b[P[k]];b[P[k]] = Zwischenspeicher;}/* b := L**-1b */for (k=0;k<n-1;k++)for (i=k+1;i<n;i++)b[i] = subg(b[i],multg(Mat[i][k],b[k]));/* b := R**-1b */for (k=n-1;k>=0;k--){b[k] = divg(b[k],Mat[k][k]);for (i=0;i<=k-1;i++)b[i] = subg(b[i],multg(Mat[i][k],b[k]));}return;}/******************************************************************************//* Funktion reduzierpoly fuehrt die Reduktion eines Polynoms modulo eines *//* anderen durch. Funktion nur fuer endliche Koerper verwendbar. *//* *//* Bemerkungen : - Funktion ohne Rueckgabeparameter. *//* - Polynome werden in Potenzaufsteigender Reihenfolge *//* sortiert, beginnend bei 0. ZB. Pol = x**2 + x + 3 wird *//* uebergeben als : Pol[0] = 3, Pol[1] = 1, Pol[3] = 1. */



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 58/* - ReduzierPolynom wird als normiert vorrausgesetzt, d.h. in *//* der Funktion wird der Koeffizient der hoechsten Potenz *//* automatisch als 1 angenommen. *//* - Polynom wird in der Funktion geaendert und enthaelt *//* beim Abschluss der Funktion das reduzierte Polynom. *//* - die Funktionen multg,addg,subg werden verwendet. *//* *//* Autor : Ulrich Eidt *//* Stand : 04.11.91 *//******************************************************************************/reduzierpoly(Polynom,Grad,ReduzierPolynom,GradReduzierPol)INT *Polynom; /* enthaelt das Polynom vor Reduktion */INT Grad; /* Grad des Polynoms vorher */INT *ReduzierPolynom; /* Polynom nach dem reduziert wird */INT GradReduzierPol; /* Grad des Polynoms nach dem reduziert wird */{INT Polynomzeiger, i, Stelle, Faktor;/* falls Grad < GradReduzierPol ohne Aenderung zurueck */if (Grad < GradReduzierPol){return;}Polynomzeiger = Grad;/* Reduzieren, solange der Grad reduzierten Polynoms < Grad ReduzierPolynoms */while (Polynomzeiger >= GradReduzierPol){Faktor = Polynom[Polynomzeiger];/* Reduzierung nur noetig, falls der Koeffizient <> 0 */if (Faktor){Polynom[Polynomzeiger] = 0;for (i=0;i<GradReduzierPol;i++){Stelle = Polynomzeiger+i-GradReduzierPol;/* Hier findet die Reduktion statt */Polynom[Stelle] = subg(Polynom[Stelle],multg(Faktor,ReduzierPolynom[i]));}}Polynomzeiger--;}return;}



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 59/******************************************************************************//* Funktion lies_tracepol liesst das tracecompatible Polynom zu gegebener *//* Charakteristik und gegebenen Erweiterungsgrad ein. *//* *//* Es muss zur Charakteristik ** eine Datei mit dem Namen trace_**.pol *//* existieren, die in der i-ten Zeile die Koeffizienten des Polynoms i-ten *//* Grades in aufsteigender Reihenfolge enthaelt. *//* Pro Koeffizient ist nur eine Stelle vorgesehen, d.h. fuer Koeeffizienten *//* >9 ist 10 durch A, 11 durch B, usw. repraesentiert. *//* *//* Rueckgabewert : 0 , falls das Polynom nicht initialisiert werden konnte, *//* 1 , sonst. *//* *//* Verfasser: Ulrich Eidt *//* Stand : 04.11.91 *//******************************************************************************/INT liestracepol(Grad,tracePolynom)INT Grad; /* Gibt den gewuenschten Erweiterungsgrad an. */INT tracePolynom[]; /* Vektor mit Platz fuer die Eintraege des ermittelten *//* Polynoms (die i-te Stelle von tracePolynom gibt den *//* Koeffizienten zu x**i an der hoechste Koeffizient wird*//* (da normiert) nicht belegt)). */{INT gelesen=1; /* Anzahl der gelesenen Zeichen, 0 falls Dateiende*/INT Pufferzeiger=0; /* Zeiger fuer Bearbeitung des Puffer */INT Dateizeile=1; /* Zeile der Datei auf deren Anfang man steht *//* und somit Grad des folgenden Polynoms */INT Datei; /* Dateiidentifikationsnummer */INT Polynomzeiger=0;/* Zeiger fuer Position von tracePolynom */char *Puffer; /* Einlesepuffer */char *Dateiname = "trace_00.pol";/* Name der Datei */char Zeichen; /* Platz fuer ein Zeichen wird benutzt beim *//* Einlesen des Polynoms *//* Pufferplatz freimachen */if (!(Puffer = malloc(512*sizeof(char)))){ printf("Nicht genug Speicherplatz vorhanden!\n");printf("Polynom nicht belegbar.\n");return(0);} /* *//* Datei oeffnen und erstes Zeichen lesen */Dateiname[6] = 48+(Charakteristik / 10);Dateiname[7] = 48+(Charakteristik % 10);Datei = open(Dateiname,0);if (Datei == -1){printf("Die Datei %s ist nicht verfuegbar!\n",Dateiname);return(0);}gelesen = read(Datei,Puffer,1);



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 60/* Suchen des Anfangs des Polynoms */while(Dateizeile<Grad && gelesen){gelesen = read(Datei,Puffer,512);Pufferzeiger = 0;while (Dateizeile<Grad && Pufferzeiger<512)if (Puffer[Pufferzeiger++] == 10)Dateizeile++;}/* Initialisierung des Polynoms */if (!gelesen && Dateizeile<Grad) /* d.h. Dateiende erreicht ohne Zeile*//* <Grad> zu finden */{printf("Kann das Polynom nicht finden\n");close(Datei);return(0);}/* Einlesen des Polynoms */while (Polynomzeiger < Grad) /* Solange nicht mindestes <Grad> *//* Koefizienten gelesen worden sind */{/* Leerzeichen ignorieren */while (Puffer[Pufferzeiger] == 32 && Pufferzeiger <512)Pufferzeiger++;/* falls Puffer zuende naechste Zeichen einlesen */if (Pufferzeiger >= 512){gelesen = read(Datei,Puffer,512);Pufferzeiger = 0;}/* Leerzeichen ignorieren */while (Puffer[Pufferzeiger] == 32 && Pufferzeiger <512)Pufferzeiger++;/* Zeichen einlesen und Polynom entsprechend initialisieren */Zeichen = Puffer[Pufferzeiger++];/* Buchstaben */if (Zeichen < 91 && Zeichen > 64)tracePolynom[Polynomzeiger] = Zeichen - 55;/* Ziffern */if (Zeichen < 58 && Zeichen > 47)tracePolynom[Polynomzeiger] = Zeichen - 48;/* Weder noch also nicht defineirt */



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 61if (Zeichen < 48 || Zeichen > 90 || (Zeichen>57 && Zeichen<65)){printf("Undefiniertes Zeichen beim Polynomeinlesen!\n");return(0);}/* Zum naechsten Zeichen */Polynomzeiger++;}return(1);}/******************************************************************************//* Funktion erzmulttafel berechnet die Multiplikationstafel fuer die *//* Normalbasis. *//* *//* Uebergabeparameter : *//* - Erweiterungsgrad : Gibt den gewuenschten Erweiterungsgrad an *//* *//* Rueckgabeparameter : 0 falls Tafel nicht erzeugt werden konnte. *//* 1 sonst. *//* *//* Bemerkungen: *//* - Funktionen, die benutzt werden (also eingebunden sein *//* muessen) : *//* liestracepol : aufgerufen von erzmulttafel() *//* zu finden in LiesTracePol.c *//* reduzierpoly : aufgerufen von erzmulttafel() *//* zu finden in ReduzierPoly.c *//* gausszerlegu : aufgerufen in erzmulttafel() *//* zu finden in GaussAlgorit.c *//* gaussaufloes : aufgerufen in erzmulttafel() *//* zu finden in GaussAlgorit.c *//* addg,subg,multg,divg : aufgerufen von reduzierpoly(), *//* gausszerlegu() *//* zu finden in EndlArithmet.c *//* *//* Zur Implementierung: *//* Zunaechst wird das Tracecompatible Polynom eingelesen, und falls dies *//* erfolgreich war die noetigen Speicherbelegungen durchgefuehrt. *//* *//* Dann wird die Normalbasis in der Polynomialen Basis ermittelt und sowohl *//* in Tafel als auch in Gaussmatrix abgespeichert. Dafuer wird immer in *//* Grosspolynom das letzte Basiselement**Erweiterungsgrad (= Frobeniushom.) *//* eingelesen und nach Tracepolynom reduziert. *//* *//* Mit Gausszerlegu() wird die Basistransformation (Gleichungssystem) *//* Polynomialbasis -> Normalbasis ermoeglicht. *//* */



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 62/* Diese Transformation wird auf die gewuenschten x - Potenzen in Polynomial-*//* basis angewendet, die man erhaelt, indem die in Tafel abgespeicherten *//* Polynome mit x multipliziert, und dann reduziert. *//* *//* Autoer : Ulrich Eidt *//* Stand : 05.11.91 *//******************************************************************************/INT erzmulttafel(Erweiterungsgrad)INT Erweiterungsgrad;{INT *Gaussmatrix; /* Matrix fuer Basistransformation */INT **Gau; /* Zeigersystem fuer Gaussmatrix */INT *Grosspolynom; /* Platz fuer Polynome mit Grad > Erweiterungsgrad */INT Grosspolzeiger;/* Hilfszeiger fuer Grosspolynom */INT Gradgrosspol; /* Gibt den Grad von Grosspolynom an */INT *Tracepolynom; /* Tracecompatibles Polynom */INT *Permutation; /* Permutationsvektor bei Gleichungssystemloesung */INT i,j,k; /* Laufvariable */if (UE_Erw_Grad)if (kgv(UE_Erw_Grad,Erweiterungsgrad)<=100)Erweiterungsgrad = kgv(UE_Erw_Grad,Erweiterungsgrad);/* Tracecompatibles Polynom wird eingelesen, falls nicht moeglich Zurueck *//* falls moeglich Speicher freimachen */Tracepolynom = (INT *) calloc(Erweiterungsgrad,sizeof(INT));if (!liestracepol(Erweiterungsgrad,Tracepolynom)){printf("Tracecompatibles Polynom nicht beschaffbar!\n");free((char *) Tracepolynom);return(0);}/* Bestehende Tafeln freimachen */if (UE_Erw_Grad){free((char *) Mult_Tafel);free((char *) UE_Platz_Mult);}UE_Platz_Mult = (INT *) malloc(Erweiterungsgrad*Erweiterungsgrad*sizeof(INT));/* Abspeichern der jeweiligen Zeilenanfaenge der Matrix, um Multiplikationen *//* bei der Addressierung zu vermeiden */Mult_Tafel = (INT **) malloc(Erweiterungsgrad*sizeof(INT*));k=0;for (i=0;i<Erweiterungsgrad;i++){Mult_Tafel[i] = &UE_Platz_Mult[k];k += Erweiterungsgrad;}if (Erweiterungsgrad == 1){



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 63free((char *) Tracepolynom);Mult_Tafel[0][0] = 1;UE_Erw_Grad = 1;return(1);}Grosspolynom = (INT *) calloc(Erweiterungsgrad*Charakteristik,sizeof(INT));Gaussmatrix = (INT *) malloc(Erweiterungsgrad*Erweiterungsgrad*sizeof(INT));Permutation = (INT *) malloc(Erweiterungsgrad*sizeof(INT));/* Abspeichern der jeweiligen Zeilenanfaenge der Matrix, um Multiplikationen *//* bei der Addressierung zu vermeiden */Gau = (INT **) malloc(Erweiterungsgrad*sizeof(INT*));k=0;for (i=0;i<Erweiterungsgrad;i++){Gau[i] = &Gaussmatrix[k];k += Erweiterungsgrad;}/* Initialisierung der Gaussmatrix und Zwischenspeichern der Potenzen */for (i=0;i<Erweiterungsgrad;i++){Gau[i][0] = 0;Mult_Tafel[0][i] = 0;}Gau[1][0] = 1;Mult_Tafel[0][1] = 1;for (i=1;i<Erweiterungsgrad;i++){for (j=0;j<Erweiterungsgrad;j++)Grosspolynom[j] = 0;Grosspolzeiger = 0;for (j=0;j<Erweiterungsgrad;j++){/* Grosspolynom = letztes Polynom ** Charakteristik(Frobenius)*/if (Gau[j][i-1]){Grosspolynom[Grosspolzeiger] = Gau[j][i-1];Gradgrosspol = Grosspolzeiger;}Grosspolzeiger += Charakteristik;}/* Grosspolynom wird nach Tracepolynom reduziert und abgespeichert */reduzierpoly(Grosspolynom,Gradgrosspol,Tracepolynom,Erweiterungsgrad);for (j=0;j<Erweiterungsgrad;j++){Gau[j][i] = Grosspolynom[j];Mult_Tafel[i][j] = Grosspolynom[j];}



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 64}/* Gaussdreieckszerlegung */if(!gausszerlegu(Gau,Erweiterungsgrad,Permutation)){printf("Matrix war singulaer\n");free((char *) Gaussmatrix);free((char *) Grosspolynom);free((char *) Tracepolynom);free((char *) Permutation);free((char *) Gau);return(0);}/* Berechnung der Tafeleintraege von x*x**(p**i) in der Normalbasis */for (i=0;i<Erweiterungsgrad;i++){/* Grosspolynom wird belegt mit x*x**(p**i) in Polynomialbasis */Grosspolynom[0] = 0;for (j=0;j<Erweiterungsgrad;j++)Grosspolynom[j+1] = Mult_Tafel[i][j];/* Grosspolynom wird reduziert und der Basiswechsel durchgefuehrt */reduzierpoly(Grospolynom,Erweiterungsgrad,Tracepolynom,Erweiterungsgrad);gaussaufloes(Gau,Erweiterungsgrad,Grosspolynom,Permutation);/* Abschliessend wird das Ergebnis gespeichert */for (j=0;j<Erweiterungsgrad;j++)Mult_Tafel[i][j] = Grosspolynom[j];}/* Speicher wieder freigeben */free((char *) Gaussmatrix);free((char *) Grosspolynom);free((char *) Tracepolynom);free((char *) Permutation);free((char *) Gau);UE_Erw_Grad = Erweiterungsgrad;return(1);}/******************************************************************************//* FUNKTIONEN FUER ENDLICHE KOERPER *//* Die folgenden Funktionen stellen eine Arithmetik fuer endliche Koerper in *//* Normalbasenrepraesentation dar. Ein Koerperelement wird wie folgt *//* abgespeichert: *//* Element[0] enthaelt den Erweiterungsgrad, die weiteren <Element[0]> *//* Stellen die Eintraege des Elements bezueglich der entsprechenden *//* Normalbasis. Element[0] = 0 ist gleichbedeutend mit 'nicht definiert'. */



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 65/* *//* Verfasser : Ulrich Eidt *//* Stand : 04.11.91 *//******************************************************************************//******************************************************************************//* Funktion minimalErw stellt den Koerper mit dem kleinsten Erweiterungsgrad *//* fest, in dem ein Element enthalten ist. Ist dieser kleiner als Element[0] *//* so wird die Speicherung des Elementes auf den kleinsten moeglichen Erwei- *//* terungsgrad angepasst. *//* Ein Element ist genau dann aus einem Unterkoerper, wenn fuer einen Teiler *//* m des Erweiterungsgrades sich die Eintraege immer nach m Eintraegen wieder-*//* holen. *//******************************************************************************/minimalErw(Element)INT **Element;{INT i,j,maximum=(*Element)[0]/2,Grad=(*Element)[0],minGrad=0;INT erfolgreich;/* falls nicht definiert keine Aenderungen */if ((*Element)[0] == 0)return;/* Teiler suchen nur bis zum maximalen Teiler */while(minGrad<=maximum){minGrad++;/* Nur Teiler muessen ueberprueft werden */if (!(Grad % minGrad)){erfolgreich = 1;for (i=minGrad;i<Grad;i+=minGrad)for (j=1;j<=minGrad;j++)if ((*Element)[j] != (*Element)[i+j]){/* Keine Wiederholung -> minGrad nicht der minimale Erweiterungsgrad */erfolgreich = 0;j = minGrad+1;i = Grad;}if (erfolgreich){**Element = minGrad;return;}}}return;}/******************************************************************************/



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 66/* Funktion UE_scan uebernimmt das Einlesen der Koerperelemente *//* *//* Struktur : 0-te Stelle enthaelt den Grad der Koerpererweiterung *//* Die darauffolgenden <Grad> Stellen enthalten das Element *//******************************************************************************/UE_scan(Koerperzeiger)INT **Koerperzeiger;{INT i,j=0,ZeichenZeiger = 1,*Koerperelement;char *Zeichen;Koerperelement = *Koerperzeiger;Zeichen = calloc(500,sizeof(char));printf("Eingabe eines Koerperelements\nGrad der Koerpererweiterung : ");scanf("%d",&i);if (i<=0){Koerperelement[0] = UE_Erw_Grad;for (i=1;i<=UE_Erw_Grad;i++)Koerperelement[i] = 0;return;}if (i>UE_Erw_Grad){if (UE_Erw_Grad > 0)free((char *) Koerperelement);Koerperelement = (INT *) malloc((i+1)*sizeof(INT));*Koerperzeiger = Koerperelement;}for (j=0;j<=i;j++)Koerperelement[j] = 0;printf("Eingabe der %d Stellen, bitte mit Kommas getrennt eingeben",i);printf("\nNicht eingegebene Stellen werden 0 gesetzt\n");scanf("%s",Zeichen);j = 1;ZeichenZeiger = 0;while (j<=i){/* 44 = 'Komma' */while (Zeichen[ZeichenZeiger]!=44 && Zeichen[ZeichenZeiger]!=0){Koerperelement[j] = Koerperelement[j] * 10 +Zeichen[ZeichenZeiger] - 48;ZeichenZeiger++;}ZeichenZeiger++;j++;}for (j=1;j<=i;j++)Koerperelement[j] %= Charakteristik;Koerperelement[0] = i;minimalErw(Koerperzeiger);}



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 67/******************************************************************************//* Funktion UE_Platz tellt ein undefiniertes Koerperelement bereit. *//******************************************************************************/UE_Platz(Koerperzeiger)INT **Koerperzeiger;{*Koerperzeiger = (INT *) malloc((UE_Erw_Grad+1)*sizeof(INT));(*Koerperzeiger)[0] = 0;return;}/******************************************************************************//* Funktion UE_Zeige gibt ein Koerperelement auf dem Bildschirm aus. *//******************************************************************************/UE_Zeige(Koerperzeiger)INT **Koerperzeiger;{INT i,*Koerperelement;if ((*Koerperzeiger)[0] == 0){printf("nicht definiert\n");return;}minimalErw(Koerperzeiger);Koerperelement = *Koerperzeiger;for (i=1;i<Koerperelement[0];i++)printf("%d,",Koerperelement[i]);printf("%d\n",Koerperelement[Koerperelement[0]]);return;}/******************************************************************************//* Funktion UE_fZeige gibt ein Koerperelement auf f aus. *//******************************************************************************/UE_fZeige(f,Koerperzeiger)INT **Koerperzeiger; char *f;{INT i,*Koerperelement;if ((*Koerperzeiger)[0] == 0){fprintf(f,"nicht definiert\n");return;}minimalErw(Koerperzeiger);Koerperelement = *Koerperzeiger;for (i=1;i<Koerperelement[0];i++)fprintf(f,"%d,",Koerperelement[i]);



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 68fprintf(f,"%d\n",Koerperelement[Koerperelement[0]]);return;}/******************************************************************************//* Funktion UE_add belegt Ergebzeig mit Summ1zeig+Summ2zeig *//******************************************************************************/UE_add(Summ1zeig,Summ2zeig,Ergebzeig)INT **Summ1zeig;INT **Summ2zeig;INT **Ergebzeig;{INT i,j,k,*Summ1hilf,*Summ2hilf,*Summand1,*Summand2,*Ergebnis;Summand1 = *Summ1zeig;Summand2 = *Summ2zeig;Ergebnis = *Ergebzeig;/* Falls der Grad einer der Summanden nicht Den Erweiterungsgrad teilt, *//* Wird eine Koerpererweiterung noetig */if (!UE_Erw_Grad || (UE_Erw_Grad % Summand1[0]+UE_Erw_Grad%Summand2[0])){minimalErw(Summ1zeig);minimalErw(Summ2zeig);}if (!UE_Erw_Grad || (UE_Erw_Grad % Summand1[0]+UE_Erw_Grad%Summand2[0]))if (!erzmulttafel(kgv(Summand1[0],Summand2[0]))){printf("Kann die gewuenschte Addition nicht ");printf("durchfuehren\n");return;}/* ist der Grad einer der Summanden m nicht gleich dem aktuellen Grad, so *//* muss eine Einbettung vorgenommen werden, indem man die Koeffizienten *//* (<aktueller Grad> / m)-mal wiederholt. */if (Summand1[0] != UE_Erw_Grad){k=1;Summ1hilf = (INT *) malloc((UE_Erw_Grad+1)*sizeof(INT));for (i=0;i<UE_Erw_Grad/Summand1[0];i++)for (j=1;j<=Summand1[0];j++)Summ1hilf[k++] = Summand1[j];}elseSumm1hilf = Summand1;if (Summand2[0] != UE_Erw_Grad){



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 69k=1;Summ2hilf = (INT *) malloc((UE_Erw_Grad+1)*sizeof(INT));for (i=0;i<UE_Erw_Grad/Summand2[0];i++)for (j=1;j<=Summand2[0];j++)Summ2hilf[k++] = Summand2[j];}elseSumm2hilf = Summand2;/* Der Grad des Ergebniselementes muss korrekt sein */if (Ergebnis[0]!=UE_Erw_Grad){if (Ergebnis[0] != 0)free((char *) *Ergebnis);Ergebnis = (INT *) malloc((UE_Erw_Grad+1)*sizeof(INT));Ergebnis[0] = UE_Erw_Grad;*Ergebzeig = Ergebnis;}/* Addition */for (i=1;i<=UE_Erw_Grad;i++)Ergebnis[i] = addg(Summ1hilf[i],Summ2hilf[i]);return;}/******************************************************************************//* Funktion UE_mult belegt Ergebzeig mit Fakt1zeig+Fakt2zeig *//******************************************************************************/UE_mult(Fakt1zeig,Fakt2zeig,Ergebzeig)INT **Fakt1zeig;INT **Fakt2zeig;INT **Ergebzeig;{INT i,j,k,l,m,*Fakt1hilf,*Fakt2hilf,*Faktor1,*Faktor2,*Ergebnis,zwisch;Faktor1 = (INT *) malloc(((*Fakt1zeig)[0]+1)*sizeof(INT));Faktor1[0] = (*Fakt1zeig)[0];for (i=1;i<=Faktor1[0];i++)Faktor1[i] = (*Fakt1zeig)[i];Faktor2 = (INT *) malloc(((*Fakt2zeig)[0]+1)*sizeof(INT));Faktor2[0] = (*Fakt2zeig)[0];for (i=1;i<=Faktor2[0];i++)Faktor2[i] = (*Fakt2zeig)[i];Ergebnis = *Ergebzeig;/* Falls der Grad einer der Faktoren nicht Den Erweiterungsgrad teilt, *//* Wird eine Koerpererweiterung noetig */if (!UE_Erw_Grad || (UE_Erw_Grad%Faktor1[0] + UE_Erw_Grad%Faktor2[0])){



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 70minimalErw(Fakt1zeig);minimalErw(Fakt2zeig);}if (!UE_Erw_Grad || (UE_Erw_Grad%Faktor1[0] + UE_Erw_Grad%Faktor2[0]))if (!erzmulttafel(kgv(Faktor1[0],Faktor2[0]))){printf("Kann die gewuenschte Multiplikation ");printf("nicht durchfuehren\n");return;}/* ist der Grad einer der Faktoren m nicht gleich dem aktuellen Grad, so *//* muss eine Einbettung vorgenommen werden, indem man die Koeffizienten *//* (<aktueller Grad> / m)-mal wiederholt. */if (Faktor1[0] != UE_Erw_Grad){k=1;Fakt1hilf = (INT *) malloc((UE_Erw_Grad+1)*sizeof(INT));for (i=0;i<UE_Erw_Grad/Faktor1[0];i++)for (j=1;j<=Faktor1[0];j++)Fakt1hilf[k++] = Faktor1[j];}elseFakt1hilf = Faktor1;if (Faktor2[0] != UE_Erw_Grad){k=1;Fakt2hilf = (INT *) malloc((UE_Erw_Grad+1)*sizeof(INT));for (i=0;i<UE_Erw_Grad/Faktor2[0];i++)for (j=1;j<=Faktor2[0];j++)Fakt2hilf[k++] = Faktor2[j];}elseFakt2hilf = Faktor2;/* der Grad des Ergebnisselementes muss korrekt sein */if (Ergebnis[0]!=UE_Erw_Grad){if (Ergebnis[0] != 0)free((char *) Ergebnis);Ergebnis = (INT *) malloc((UE_Erw_Grad+1)*sizeof(INT));Ergebnis[0] = UE_Erw_Grad;*Ergebzeig = Ergebnis;}/* Ergebniselement mit 0 vobelegen */for (i=1;i<=UE_Erw_Grad;i++)Ergebnis[i] = 0;/* Multiplikation mittels Multiplikationstafel */for (i=1;i<=UE_Erw_Grad;i++){



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 71if(Fakt1hilf[i]){l=0;for (j=UE_Erw_Grad-i+1;j<=UE_Erw_Grad-1;j++){l++;if (Fakt2hilf[l]){zwisch=multg(Fakt1hilf[i],Fakt2hilf[l]);m=0;for (k=UE_Erw_Grad-i+1;k<=UE_Erw_Grad-1;k++){m++;if (Mult_Tafel[j][k])Ergebnis[m]=addg(Ergebnis[m],multg(zwisch,Mult_Tafel[j][k]));}for (k=0;k<=UE_Erw_Grad-i;k++){m++;if (Mult_Tafel[j][k])Ergebnis[m] = addg(Ergebnis[m],multg(zwisch,Mult_Tafel[j][k]));}}}for (j=0;j<=UE_Erw_Grad-i;j++){l++;if (Fakt2hilf[l]){zwisch = multg(Fakt1hilf[i],Fakt2hilf[l]);m=0;for (k=UE_Erw_Grad-i+1;k<=UE_Erw_Grad-1;k++){m++;if (Mult_Tafel[j][k])Ergebnis[m] = addg(Ergebnis[m],multg(zwisch,Mult_Tafel[j][k]));}for (k=0;k<=UE_Erw_Grad-i;k++){m++;if (Mult_Tafel[j][k])Ergebnis[m] = addg(Ergebnis[m],multg(zwisch,Mult_Tafel[j][k]));}}}}}free ((char *) Faktor1);



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 72free ((char *) Faktor2);if (Faktor1!=Fakt1hilf)free ((char *) Fakt1hilf);if (Faktor2!=Fakt2hilf)free ((char *) Fakt2hilf);return;}/******************************************************************************//* Funktion negativ belegt Ergebnis mit -Element *//******************************************************************************/negativ(Element,Ergebnis)INT **Element,**Ergebnis;{INT *Elemhelp,i;minimalErw(Element);/* 0 Element */if ((*Element)[0] == 1 && (*Element)[1] == 0){(*Ergebnis)[0] = 1;(*Ergebnis)[1] = 0;return;}/* Ergebniselement muss korrekte Erweiterung haben */if ((*Ergebnis)[0] < (*Element)[0]){free((char*) (*Ergebnis));*Ergebnis = (INT *) malloc(((*Element)[0] +1)*sizeof(INT));}(*Ergebnis)[0] = (*Element)[0];for (i=1;i<=(*Element)[0];i++)if ((*Element)[i])/* Negativbildung modulo Charakteristik */(*Ergebnis)[i] = Charakteristik-(*Element)[i];else(*Ergebnis)[i] = 0;return;}/******************************************************************************//* Funktion UE_hoch berechnet Element**m und gibt das Ergebnis in Ergebzeigaus*//******************************************************************************/UE_hoch(Element,m,Ergebnis)INT **Element;INT m;INT **Ergebnis;{INT *Elemhelp,i;



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 73minimalErw(Element);if ((*Element)[0] == 1 && (*Element)[1] == 0){(*Ergebnis)[0] = 1;(*Ergebnis)[1] = 0;return;}/* falls Einselement */if ((*Element)[0] == 1 && (*Element)[1] == 1){(*Ergebnis)[0] = 1;(*Ergebnis)[1] = 1;return;}/* Erzeugung eines Hilfselementes */Elemhelp = (int *) malloc(((*Element)[0] +1)*sizeof(int));for (i=0;i<=(*Element)[0];i++)Elemhelp[i] = (*Element)[i];/* falls Ergebniselement nicht den benoetigten Erweiterungsgrad hat */if ((*Ergebnis)[0] < Elemhelp[0]){free((char*) (*Ergebnis));*Ergebnis = (int *) malloc(((*Element)[0] +1)*sizeof(int));}for (i=0;i<=(*Element)[0];i++)(*Ergebnis)[i] = (*Element)[i];i = m-1;while(i>0){while(!(i % 2)){i /= 2;UE_mult(&Elemhelp,&Elemhelp,&Elemhelp);}i--;UE_mult(Ergebnis,&Elemhelp,Ergebnis);}free((char *) Elemhelp);return;}/******************************************************************************//* Funktion UE_invers berechnet 1/Element und gibt dies in Ergebzeig aus. *//******************************************************************************/UE_invers(Element,Ergebnis)INT **Element,**Ergebnis;



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 74{INT i;if ((*Element)[0] == 1 && (*Element)[1] == 0){printf("Division durch 0\n");(*Ergebnis)[0] = 0;return;}/* 1/Element = Element**(Charakteristik**(Erweiterungsgrad des Elem.)-2) */i = power(Charakteristik,(*Element)[0])-2;UE_hoch(Element,i,Ergebnis);return;}/******************************************************************************//* Funktion ist_null testet, ob Element = 0 *//* Rueckgabewert : 1 falls Element = 0, 0 sonst *//******************************************************************************/INT ist_null(Element)INT **Element;{minimalErw(Element);if((*Element)[0] == 1 && (*Element)[1] == 0)return(1);return(0);}/******************************************************************************//* Funktion ist_eins testet, ob Element = 1 *//* Rueckgabewert : 1 falls Element = 1, 0 sonst *//******************************************************************************/INT ist_eins(Element)INT **Element;{minimalErw(Element);if((*Element)[0] == 1 && (*Element)[1] == 1)return(1);return(0);}/******************************************************************************//* Funktion Int_Aequivalent berechnet zu einer Integerzahl a das zugehoerige *//* Grundkoerperelement und belegt Ergebnis damit. *//******************************************************************************/Int_Aequivalent(a,Ergebnis)



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 75INT a;INT **Ergebnis;{/* falls Ergebniselement nicht den benoetigten Erweiterungsgrad hat */if ((*Ergebnis)[0] < 1){free((char*) (*Ergebnis));*Ergebnis = (INT *) malloc(2*sizeof(INT));}(*Ergebnis)[0] = 1;(*Ergebnis)[1] = a % Charakteristik;return;}/******************************************************************************//* Funktion ist_gleich vergleicht Element1 mit Element2 *//* Rueckgabewert : 1 falls Element1 > Element2, *//* -1 falls Element1 < Element2, *//* 0 falls Element1 = Element2. *//******************************************************************************/INT ist_gleich(Element1,Element2)INT **Element1;INT **Element2;{INT i,j,k,*Elem1hilf,*Elem2hilf;INT gemein_grad;/* falls die Elemente verschiedene Erweiterungsgrade ueber dem Grundkoerper *//* haben, muessen sie in den gemeinsammen Erweiterungskoerper eingebettet *//* werden. */if ((*Element1)[0] != (*Element2)[0]){gemein_grad = kgv((*Element1)[0],(*Element2)[0]);if ((*Element1)[0] != gemein_grad){k=1;Elem1hilf = (int *) malloc((gemein_grad+1)*sizeof(int));for (i=0;i<gemein_grad/(*Element1)[0];i++)for (j=1;j<=(*Element1)[0];j++)Elem1hilf[k++] = (*Element1)[j];}elseElem1hilf = *Element1;if ((*Element2)[0] != gemein_grad){k=1;Elem2hilf = (int *) malloc((gemein_grad+1)*sizeof(int));for (i=0;i<gemein_grad/(*Element2)[0];i++)for (j=1;j<=(*Element2)[0];j++)



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 76Elem2hilf[k++] = (*Element2)[j];}elseElem2hilf = *Element2;}else{Elem1hilf = *Element1;Elem2hilf = *Element2;}/* Vergleich */k = 0;for (i=1;i<=gemein_grad;i++)if (Elem1hilf[i] != Elem2hilf[i]){k = i;i = gemein_grad+1;}if (k > 0 && Elem1hilf[k] < Elem2hilf[k])k = -1;if (k > 0 && Elem1hilf[k] > Elem2hilf[k])k = 1;/* Speicher, fallsbenoetigt freigeben */if (*Element1!=Elem1hilf)free ((char *) Elem1hilf);if (*Element2!=Elem2hilf)free ((char *) Elem2hilf);return(k);}/******************************************************************************//* Funktion Order berechnet das kleinste m mit Element**m = 1 *//* Rueckgabewert : die berechnete Ordnung. *//******************************************************************************/int Order(Element)int **Element;{INT maxord = power(Charakteristik,(*Element)[0])-1;INT maxteiler = maxord/2;INT i,j,*Ergebnis;for (i=1;i<=maxteiler;i++)if (!(maxord % i)){UE_Platz(&Ergebnis);UE_hoch(Element,i,&Ergebnis);



KAPITEL 3. ENDLICHE K�ORPER 77if (ist_eins(&Ergebnis))return(i);}return(maxord);}/******************************************************************************//* Funktion UE_Random erzeugt ein zufaelliges Element im Koerper des aktuellen*//* Grades. *//******************************************************************************/UE_Random(Element)INT **Element;{INT i;/* Der Erweiterungsgrad des Elementes muss mit dem aktuellen uebereinstimmen */if ((*Element)[0] != UE_Erw_Grad){*Element = (INT *) malloc((UE_Erw_Grad+1)*sizeof(INT));(*Element)[0] = UE_Erw_Grad;}/* Zufallserzeugung */for (i=1;i<=UE_Erw_Grad;i++)(*Element)[i] = rand() % Charakteristik;minimalErw(Element);return;}



Anhang ATabellen mitJames-Gewichtsr�aumen D�#;�;�Wie im 2.Kapitel gesehen, kann man James-Gewichtsr�aume als [n; k; d]-Codes au�assen.Die Tabellen enthalten �Uberblicke zum Verhalten von n und k in Abh�angigkeit von �#; �und �. F�ur die Minimaldistanz d wird jeweils nur eine obere Schranke angegeben.Die Tupel in den Tabellen geben n und k an. Spalten und Zeilen mit k � 1 werdenweggelassen.A.1 � und � Partitionen von 5p1 = (3; 2)p2 = (3; 1; 1)p3 = (2; 2; 1)p4 = (2; 1; 1; 1)p5 = (1; 1; 1; 1; 1)�# = (2; 2), d � 4 �� p3 p4 p5p1 5; 2 7; 3 10; 5p3 11; 3 18; 5 30; 10�# = (2; 2; 1), d � 12 �� p4 p5p3 18; 2 30; 578



ANHANG A. TABELLEN MIT JAMES-GEWICHTSR�AUMEN D�#;�;� 79A.2 � und � Partitionen von 6p1 = (4; 2)p2 = (4; 1; 1)p3 = (3; 3)p4 = (3; 2; 1)p5 = (3; 1; 1; 1)p6 = (2; 2; 2)p7 = (2; 2; 1; 1)p8 = (2; 1; 1; 1; 1)p9 = (1; 1; 1; 1; 1; 1)�# = (2; 2), d � 4 �� p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9p1 3; 1 5; 2 7; 3 6; 3 8; 4 11; 6 15; 9p3 4; 2 6; 3 8; 4 7; 4 10; 6 14; 9 20; 14p4 6; 2 12; 4 19; 6 15; 6 24; 10 38; 17 60; 30p6 7; 1 15; 3 24; 5 21; 6 33; 9 54; 16 90; 30p7 10; 2 24; 5 42; 8 33; 9 58; 16 102; 30 180; 60�# = (3; 3), d � 8 �� p7 p8 p9p3 10; 2 14; 3 20; 5�# = (2; 2; 1), d � 12 �� p5 p6 p7 p8 p9p4 19; 2 15; 2 24; 4 38; 8 60; 16p6 24; 2 21; 3 33; 5 54; 10 90; 21p7 42; 2 33; 3 58; 6 102; 13 180; 30



ANHANG A. TABELLEN MIT JAMES-GEWICHTSR�AUMEN D�#;�;� 80A.3 � und � Partitionen von 7p1 = (5; 2) p6 = (3; 3; 1) p11 = (2; 2; 1; 1; 1)p2 = (5; 1; 1) p7 = (3; 2; 2) p12 = (2; 1; 1; 1; 1; 1)p3 = (4; 3) p8 = (3; 2; 1; 1) p13 = (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1)p4 = (4; 2; 1) p9 = (3; 1; 1; 1; 1)p5 = (4; 1; 1; 1) p10 = (2; 2; 2; 1)�# = (2; 2), d � 4 �� p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13p1 3; 1 5; 2 7; 3 5; 2 6; 3 8; 4 11; 6 9; 5 12; 7 16; 10 21; 14p3 4; 2 6; 3 8; 4 7; 4 8; 5 11; 7 15; 10 13; 9 18; 3 25; 19 35; 28p4 6; 2 12; 4 19; 6 13; 5 16; 7 25; 11 39; 18 30; 15 46; 24 70; 39 105; 63p6 7; 3 13; 5 20; 7 16; 8 19; 10 30; 16 46; 25 27; 22 58; 36 90; 59 140; 98p7 8; 2 16; 4 25; 6 19; 6 25; 9 39; 14 62; 23 51; 21 81; 35 130; 60 210; 105p8 11; 3 25; 6 43; 9 30; 10 39; 14 67; 24 114; 41 87; 36 148; 64 250; 115 420; 210p10 13; 2 30; 5 51; 8 37; 7 51; 12 87; 20 150; 36 120; 33 207; 59 360; 110 639; 210p11 18; 3 46; 7 84; 11 58; 12 81; 19 148; 34 270; 62 207; 57 378;108 690; 210 1260; 420�# = (3; 3), d � 8 �� p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13p3 7; 2 8; 2 11; 3 15; 4 13; 4 18; 6 25; 9 35; 14p6 16; 3 19; 3 30; 5 46; 7 37; 7 58; 12 90; 20 140; 35�# = (2; 2; 1), d � 12 �� p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13p4 19; 2 13; 1 16; 2 25; 4 39; 8 30; 6 46; 11 70; 20 105; 35p6 20; 2 16; 2 19; 3 30; 6 46; 11 37; 9 58; 17 90; 31 140; 56p7 25; 2 19; 2 25; 4 39; 7 62; 13 51; 12 81; 22 130; 41 210; 77p8 43; 2 30; 2 39; 4 67; 8 114; 16 87; 14 148; 28 250; 56 420; 112



ANHANG A. TABELLEN MIT JAMES-GEWICHTSR�AUMEN D�#;�;� 81A.4 � und � Partitionen von 8p1 = (6; 2) p8 = (4; 2; 2) p15 = (3; 1; 1; 1; 1; 1)p2 = (6; 1; 1) p9 = (4; 2; 1; 1) p16 = (2; 2; 2; 2)p3 = (5; 3) p10 = (4; 1; 1; 1; 1) p17 = (2; 2; 2; 1; 1)p4 = (5; 2; 1) p11 = (3; 3; 2) p18 = (2; 2; 1; 1; 1; 1)p5 = (5; 1; 1; 1) p12 = (3; 3; 1; 1) p19 = (2; 1; 1; 1; 1; 1; 1)p6 = (4; 4) p13 = (3; 2; 2; 1) p20 = (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1)p7 = (4; 3; 1) p14 = (3; 2; 1; 1; 1)�# = (2; 2), d � 4 �� p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12p1 3; 1 5; 2 7; 3 3; 1 5; 2 6; 3 8; 4 11; 6 6; 3 8; 4p3 4; 2 6; 3 8; 4 4; 2 7; 4 8; 5 11; 7 15; 10 9; 6 12; 8p4 6; 2 12; 4 19; 6 6; 2 13; 5 16; 7 25; 11 39; 18 17; 8 26; 12p6 4; 2 6; 3 8; 4 5; 3 8; 5 9; 6 12; 8 16; 11 10; 7 14; 10p7 7; 3 13; 5 20; 7 8; 4 17; 9 20; 11 31; 17 47; 26 23; 14 36; 22p8 8; 2 16; 4 25; 6 9; 3 20; 7 26; 10 40; 15 63; 24 29; 12 45; 19p9 11; 3 25; 6 43; 9 12; 4 31; 11 40; 15 68; 25 115; 42 23; 14 76; 32p10 9; 3 17; 5 26; 7 10; 4 23; 10 29; 13 45; 20 70; 31 35; 18 54; 28p11 12; 4 26; 7 44; 10 14; 6 36; 16 45; 20 76; 33 126; 53 45; 19 92; 48p13 14; 3 31; 6 52; 9 16; 4 43; 12 57; 17 96; 28 162; 47 69; 24 116; 40p14 19; 4 47; 8 85; 12 22; 6 66; 19 89; 26 160; 45 286; 77 108; 38 194; 68p16 16; 2 36; 5 60; 8 19; 3 52; 9 72; 15 120; 24 204; 42 88; 19 148; 32p17 22; 3 54; 7 96; 11 26; 4 80; 14 111; 22 198; 38 354; 68 139; 31 248; 54p18 30; 4 80; 9 150; 14 36; 6 122; 22 173; 33 324; 59 606; 106 220; 50 412; 92�� p13 p14 p15 p16 p17 p18 p19 p20p1 9; 5 12; 7 16; 10 10; 6 13; 8 17; 11 22; 15 28; 20p3 14; 10 19; 14 26; 20 16; 12 22; 17 30; 24 41; 34 56; 48p4 31; 16 47; 25 71; 40 36; 20 54; 31 80; 48 117; 74 168; 112p6 16; 12 22; 17 30; 24 19; 15 26; 21 36; 30 50; 43 70; 62p7 43; 28 66; 44 100; 69 52; 36 80; 57 122; 90 185; 142 280; 224p8 57; 26 89; 42 140; 69 72; 36 111; 57 173; 93 270; 153 420; 252p9 96; 44 160; 75 265; 129 120; 60 198; 102 324; 174 525; 297 840; 504p10 69; 38 108; 61 170; 99 88; 52 139; 85 220; 140 350; 233 560; 392p11 116; 64 194; 109 320; 184 148; 88 248; 152 412; 262 680; 452 1120; 784p13 154; 58 260; 100 440; 175 204; 84 345; 147 584; 260 990; 465 1680; 840p14 260; 98 463; 177 820; 320 348; 144 618; 264 1092; 486 1920; 900 3360; 1680p16 204; 50 348; 88 600; 160 282; 78 480; 135 828; 244 1440; 450 2520; 840p17 345; 85 618; 155 1110; 290 480; 132 861; 243 1548; 456 2790; 870 5040; 1680p18 584; 144 1092; 272 2040; 520 828; 228 1548; 438 2892; 852 5400; 1680 10080; 3360



ANHANG A. TABELLEN MIT JAMES-GEWICHTSR�AUMEN D�#;�;� 82�# = (3; 3), d � 8 �� p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13 p14p3 4; 1 7; 2 8; 2 11; 3 15; 4 9; 3 12; 4 14; 5 19; 7p6 5; 2 8; 3 9; 3 12; 4 16; 5 10; 4 14; 6 16; 7 22; 10p7 8; 2 17; 4 20; 4 31; 6 47; 8 23; 6 36; 10 43; 12 66; 19p11 10; 1 23; 3 29; 3 45; 5 70; 7 35; 6 54; 9 69; 12 108; 19p12 14; 2 36; 5 45; 5 76; 8 126; 11 54; 9 92; 16 116; 20 194; 34�� p15 p16 p17 p18 p19 p20p3 26; 10 16; 6 22; 9 30; 13 41; 19 56; 28p6 30; 14 19; 9 26; 13 36; 19 50; 28 70; 42p7 100; 29 52; 16 80; 26 122; 42 185; 68 280; 112p11 170; 30 88; 16 139; 28 220; 47 350; 80 560; 140p12 320; 55 148; 28 248; 50 412; 88 680; 155 1120; 280�# = (2; 2; 1), d � 12 �� p5 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13 p14p4 19; 2 13; 1 16; 2 25; 4 39; 8 17; 2 26; 4 31; 6 47; 11p7 20; 2 17; 2 20; 3 31; 6 47; 11 23; 4 36; 8 43; 11 66; 20p8 25; 2 20; 2 26; 4 40; 7 63; 13 29; 5 45; 9 57; 14 89; 25p9 43; 2 31; 2 40; 4 68; 8 115; 16 45; 5 76; 10 96; 16 160; 31p11 26; 2 23; 3 29; 5 45; 9 70; 16 35; 8 54; 14 69; 21 108; 37p12 44; 2 36; 3 45; 5 76; 10 126; 19 54; 8 92; 16 116; 24 194; 46p13 52; 2 43; 3 57; 6 96; 11 162; 21 69; 10 116; 18 154; 30 260; 56p14 85; 2 66; 3 89; 6 160; 12 286; 24 108; 10 194; 20 260; 34 463; 68�� p15 p16 p17 p18 p19 p20p4 71; 20 36; 8 54; 14 80; 24 117; 40 168; 64p7 100; 35 52; 15 80; 27 122; 47 185; 80 280; 134p8 140; 45 72; 21 111; 36 173; 63 270; 110 420; 190p9 265; 60 120; 24 198; 45 324; 84 525; 155 840; 280p11 170; 65 88; 31 139; 55 220; 97 350; 171 560; 302p12 320; 86 148; 36 248; 69 412; 130 680; 242 1120; 448p13 440; 106 204; 48 345; 90 584; 170 990; 323 1680; 616p14 820; 136 348; 56 618; 112 1092; 224 1920; 448 3360; 896



ANHANG A. TABELLEN MIT JAMES-GEWICHTSR�AUMEN D�#;�;� 83A.5 � und � Partitionen von 9p1 = (7; 2) p11 = (4; 4; 1) p21 = (3; 2; 2; 1; 1)p2 = (7; 1; 1) p12 = (4; 3; 2) p22 = (3; 2; 1; 1; 1; 1)p3 = (6; 3) p13 = (4; 3; 1; 1) p23 = (3; 1; 1; 1; 1; 1; 1)p4 = (6; 2; 1) p14 = (4; 2; 2; 1) p24 = (2; 2; 2; 2; 1)p5 = (6; 1; 1; 1) p15 = (4; 2; 1; 1; 1) p25 = (2; 2; 2; 1; 1; 1)p6 = (5; 4) p16 = (4; 1; 1; 1; 1; 1) p26 = (2; 2; 1; 1; 1; 1; 1)p7 = (5; 3; 1) p17 = (3; 3; 3) p27 = (2; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1)p8 = (5; 2; 2) p18 = (3; 3; 2; 1) p28 = (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1)p9 = (5; 2; 1; 1) p19 = (3; 3; 1; 1; 1)p10 = (5; 1; 1; 1; 1) p20 = (3; 2; 2; 2)�# = (2; 2), d � 4 �
�

p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12p1 3; 1 5; 2 7; 3 3; 1 5; 2 6; 3 8; 4 11; 6 5; 2 6; 3p3 4; 2 6; 3 8; 4 4; 2 7; 4 8; 5 11; 7 15; 10 7; 4 9; 6p4 6; 2 12; 4 19; 6 6; 2 13; 5 16; 7 25; 11 39; 18 13; 5 17; 8p6 4; 2 6; 3 8; 4 5; 3 8; 5 9; 6 12; 8 16; 11 9; 6 11; 8p7 7; 3 13; 5 20; 7 8; 4 17; 9 20; 11 31; 17 47; 26 18; 10 24; 15p8 8; 2 16; 4 25; 6 9; 3 20; 7 26; 10 40; 15 63; 24 21; 8 30; 13p9 11; 3 25; 6 43; 9 12; 4 31; 11 40; 15 68; 25 115; 42 32; 12 46; 20p11 7; 3 13; 5 20; 7 9; 5 18; 10 21; 12 32; 18 48; 27 21; 13 27; 18p12 9; 3 17; 5 26; 7 11; 5 24; 11 30; 14 46; 21 71; 32 27; 14 39; 22p13 12; 4 26; 7 44; 10 15; 7 37; 17 46; 21 77; 34 127; 54 42; 22 60; 34p14 14; 3 31; 6 52; 9 17; 5 44; 13 58; 18 97; 29 163; 48 49; 17 75; 29p15 19; 4 47; 8 85; 12 23; 7 67; 20 90; 27 161; 46 287; 78 74; 26 116; 45p17 10; 3 18; 5 27; 7 12; 4 27; 10 33; 13 51; 20 78; 31 30; 12 45; 21p18 15; 4 32; 7 53; 10 19; 7 49; 18 63; 23 105; 37 174; 59 56; 24 87; 41p19 20; 5 48; 9 86; 13 26; 10 74; 27 97; 34 172; 57 302; 93 86; 38 135; 64p20 17; 3 37; 6 61; 9 22; 5 58; 14 78; 20 129; 32 216; 53 67; 18 109; 34p21 23; 4 55; 8 97; 12 30; 7 88; 21 119; 29 210; 49 370; 83 102; 28 169; 53p22 31; 5 81; 10 151; 15 41; 10 132; 31 183; 42 339; 73 626; 125 154; 44 263; 83p24 26; 3 62; 7 108; 11 35; 5 104; 16 144; 25 252; 42 444; 74 123; 21 212; 43p25 35; 4 90; 9 165; 14 48; 7 156; 24 219; 36 402; 63 738; 112 186; 32 330; 67p26 47; 5 129; 11 246; 17 66; 10 232; 35 333; 51 634; 91 1206; 162 280; 50 515; 105



ANHANG A. TABELLEN MIT JAMES-GEWICHTSR�AUMEN D�#;�;� 84�
�

p13 p14 p15 p16 p17 p18 p19 p20 p21p1 8; 4 9; 5 12; 7 16; 10 6; 3 9; 5 12; 7 10; 6 13; 8p3 12; 8 14; 10 19; 14 26; 20 10; 7 15; 11 20; 15 17; 13 23; 18p4 26; 12 31; 16 47; 25 71; 40 18; 9 32; 17 48; 26 37; 21 55; 32p6 15; 11 17; 13 23; 18 31; 25 12; 9 19; 15 26; 21 22; 18 30; 25p7 37; 23 44; 29 67; 45 101; 70 27; 18 49; 34 74; 52 58; 42 88; 65p8 46; 20 58; 27 90; 43 141; 70 33; 15 63; 31 97; 49 78; 41 119; 64p9 77; 33 97; 45 161; 76 266; 130 51; 24 105; 52 172; 86 129; 68 210; 113p11 42; 28 49; 34 74; 52 110; 79 30; 21 56; 41 86; 64 67; 51 102; 79p12 60; 34 75; 44 116; 69 180; 109 45; 27 87; 55 135; 87 109; 72 169; 114p13 101; 57 125; 73 206; 121 335; 199 69; 42 145; 92 240; 154 181; 120 298; 201p14 125; 48 163; 66 272; 111 455; 189 87; 36 188; 83 313; 141 243; 114 403; 193p15 206; 79 272; 109 479; 192 840; 339 135; 57 313; 139 548; 246 408; 192 710; 340p17 69; 32 87; 43 135; 68 210; 109 55; 28 105; 56 162; 88 132; 74 207; 119p18 145; 68 188; 91 313; 152 520; 254 105; 54 227; 122 378; 206 295; 166 493; 283p19 240; 113 313; 150 548; 261 950; 449 162; 84 378; 204 664; 362 496; 280 868; 498p20 181; 56 243; 80 408; 136 690; 235 132; 45 295; 107 496; 183 396; 153 666; 263p21 298; 92 403; 131 710; 231 1250; 410 207; 72 493; 180 868; 320 666; 258 1173; 463p22 486; 151 669; 214 1229; 389 2250; 705 324; 114 822; 302 1508; 558 1128; 438 2064; 814p24 372; 74 516; 113 912; 202 1620; 370 264; 57 644; 151 1140; 272 894; 228 1584; 411p25 606; 120 852; 183 1566; 337 2880; 630 417; 93 1077; 255 1980; 472 1515; 387 2787; 723p26 980; 195 1405; 295 2670; 555 5070; 1050 660; 150 1800; 430 3420; 820 2580; 660 4900; 1270�
�

p22 p23 p24 p25 p26 p27 p28p1 17; 11 22; 15 14; 9 18; 12 23; 16 29; 21 36; 27p3 31; 25 42; 35 26; 21 35; 29 47; 40 63; 55 84; 75p4 81; 49 118; 75 62; 38 90; 57 129; 85 182; 125 252; 180p6 41; 35 56; 49 35; 30 48; 42 66; 59 91; 83 126; 117p7 132; 100 197; 154 104; 80 156; 123 232; 188 343; 286 504; 432p8 183; 102 282; 164 144; 82 219; 129 333; 204 504; 322 756; 504p9 339; 188 543; 314 252; 144 402; 237 634; 388 987; 630 1512; 1008p11 154; 122 230; 187 123; 99 186; 153 280; 236 420; 363 630; 558p12 263; 182 410; 292 212; 150 330; 240 515; 386 805; 623 1260; 1008p13 486; 335 785; 556 372; 264 606; 441 980; 734 1575; 1218 2520; 2016p14 669; 330 1110; 567 516; 264 852; 450 1405; 771 2310; 1323 3780; 2268p15 1229; 603 2115; 1071 912; 468 1566; 828 2670; 1464 4515; 2583 7560; 4536p17 324; 192 510; 313 264; 160 417; 261 660; 428 1050; 707 1680; 1176p18 822; 483 1370; 827 644; 392 1077; 675 1800; 1166 3010; 2023 5040; 3528p19 1508; 882 2600; 1556 1140; 696 1980; 1242 3420; 2214 5880; 3948 10080; 7056p20 1128; 459 1920; 810 894; 378 1515; 663 2580; 1175 4410; 2100 7560; 3780p21 2064; 835 3630; 1515 1584; 672 2787; 1221 4900; 2230 8610; 4095 15120; 7560p22 3764; 1514 6840; 2820 2820; 1200 5130; 2250 9300; 4230 16800; 7980 30240; 15120p24 2820; 756 5040; 1410 2202; 618 3924; 1137 7020; 2120 12600; 3990 22680; 7560p25 5130; 1366 9450; 2610 3924; 1104 7227; 2097 13320; 4020 24570; 7770 45360; 15120p26 9300; 2460 17640; 4800 7020; 1980 13320; 3870 25260; 7620 47880; 15120 90720; 30240



ANHANG A. TABELLEN MIT JAMES-GEWICHTSR�AUMEN D�#;�;� 85�# = (3; 3), d � 8 �
� p5 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13 p14p4 19; 2 13; 1 16; 2 25; 4 39; 8 13; 1 17; 2 26; 4 31; 6p7 20; 2 17; 2 20; 3 31; 6 47; 11 18; 2 24; 4 37; 8 44; 11p8 25; 2 20; 2 26; 4 40; 7 63; 13 21; 2 30; 5 46; 9 58; 14p9 43; 2 31; 2 40; 4 68; 8 115; 16 32; 2 46; 5 77; 10 97; 16p11 20; 2 18; 2 21; 3 32; 6 48; 11 21; 3 27; 5 42; 10 49; 13p12 26; 2 24; 3 30; 5 46; 9 71; 16 27; 4 39; 9 60; 16 75; 23p13 44; 2 37; 3 46; 5 77; 10 127; 19 42; 4 60; 9 101; 18 125; 26p14 52; 2 44; 3 58; 6 97; 11 163; 21 49; 4 75; 11 125; 20 163; 32p15 85; 2 67; 3 90; 6 161; 12 287; 24 74; 4 116; 11 206; 22 272; 36p17 27; 2 27; 3 33; 5 51; 9 78; 16 30; 4 45; 10 69; 17 87; 25p18 53; 2 49; 4 63; 7 105; 13 174; 24 56; 6 87; 16 145; 29 188; 44p19 86; 2 74; 4 97; 7 172; 14 302; 27 86; 6 135; 16 240; 32 313; 49p20 61; 2 58; 3 78; 6 129; 11 216; 21 67; 4 109; 12 181; 22 243; 36p21 97; 2 88; 4 119; 8 210; 15 370; 29 102; 6 169; 19 298; 35 403; 58p22 151; 2 132; 4 183; 8 339; 16 626; 32 154; 6 263; 19 486; 38 669; 64�
� p15 p16 p17 p18 p19 p20 p21p4 47; 11 71; 20 18; 2 32; 6 48; 11 37; 8 55; 14p7 67; 20 101; 35 27; 5 49; 13 74; 23 58; 17 88; 30p8 90; 25 141; 45 33; 6 63; 16 97; 28 78; 23 119; 39p9 161; 31 266; 60 51; 6 105; 18 172; 34 129; 26 210; 48p11 74; 23 110; 39 30; 6 56; 16 86; 29 67; 21 102; 37p12 116; 40 180; 69 45; 12 87; 30 135; 52 109; 42 169; 72p13 206; 49 335; 90 69; 12 145; 34 240; 64 181; 48 298; 89p14 272; 59 455; 110 87; 15 188; 42 313; 77 243; 63 403; 114p15 479; 71 840; 140 135; 15 313; 47 548; 92 408; 72 710; 139p17 135; 43 210; 74 55; 15 105; 35 162; 59 132; 49 207; 84p18 313; 80 520; 145 105; 24 227; 64 378; 116 295; 94 493; 171p19 548; 95 950; 181 162; 24 378; 72 664; 140 496; 108 868; 209p20 408; 67 690; 126 132; 18 295; 52 496; 96 396; 81 666; 149p21 710; 110 1250; 211 207; 30 493; 88 868; 166 666; 138 1173; 262p22 1229; 128 2250; 256 324; 30 822; 98 1508; 196 1128; 158 2064; 316



ANHANG A. TABELLEN MIT JAMES-GEWICHTSR�AUMEN D�#;�;� 86�
� p22 p23 p24 p25 p26 p27 p28p4 81; 24 118; 40 62; 17 90; 28 129; 45 182; 70 252; 105p7 132; 51 197; 85 104; 38 156; 64 232; 105 343; 169 504; 267p8 183; 67 282; 115 144; 52 219; 87 333; 145 504; 239 756; 387p9 339; 88 543; 160 252; 64 402; 114 634; 200 987; 344 1512; 576p11 154; 63 230; 104 123; 48 186; 81 280; 134 420; 218 630; 351p12 263; 123 410; 209 212; 99 330; 168 515; 284 805; 478 1260; 801p13 486; 162 785; 290 372; 123 606; 222 980; 395 1575; 694 2520; 1206p14 669; 208 1110; 380 516; 165 852; 297 1405; 535 2310; 960 3780; 1710p15 1229; 268 2115; 515 912; 204 1566; 387 2670; 730 4515; 1365 7560; 2520p17 324; 143 510; 244 264; 118 417; 202 660; 345 1050; 590 1680; 1011p18 822; 310 1370; 561 644; 251 1077; 456 1800; 827 3010; 1499 5040; 2718p19 1508; 400 2600; 758 1140; 312 1980; 597 3420; 1134 5880; 2142 10080; 4032p20 1128; 277 1920; 518 894; 228 1515; 423 2580; 789 4410; 1477 7560; 2772p21 2064; 500 3630; 959 1584; 408 2787; 780 4900; 1496 8610; 2877 15120; 5544p22 3764; 632 6840; 1264 2820; 504 5130; 1008 9300; 2016 16800; 4032 30240; 8064�# = (2; 2; 1), d � 12 �� p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13 p14p3 4; 1 7; 2 8; 2 11; 3 15; 4 7; 2 9; 3 12; 4 14; 5p6 5; 2 8; 3 9; 3 12; 4 16; 5 9; 4 11; 5 15; 7 17; 8p7 8; 2 17; 4 20; 4 31; 6 47; 8 18; 5 24; 7 37; 11 44; 13p11 9; 3 18; 5 21; 5 32; 7 48; 9 21; 8 27; 10 42; 16 49; 18p12 11; 2 24; 4 30; 4 46; 6 71; 8 27; 6 39; 9 60; 14 75; 17p13 15; 3 37; 6 46; 6 77; 9 127; 12 42; 10 60; 14 101; 24 125; 28p17 12; 1 27; 3 33; 3 51; 5 78; 7 30; 3 45; 6 69; 9 87; 12p18 19; 2 49; 5 63; 5 105; 8 174; 11 56; 7 87; 12 145; 20 188; 25p19 26; 3 74; 7 97; 7 172; 11 302; 15 86; 12 135; 19 240; 34 313; 41�� p15 p16 p17 p18 p19 p20 p21p3 19; 7 26; 10 10; 4 15; 6 20; 8 17; 7 23; 10p6 23; 11 31; 15 12; 6 19; 10 26; 14 22; 12 30; 17p7 67; 20 101; 30 27; 9 49; 17 74; 26 58; 21 88; 33p11 74; 27 110; 39 30; 12 56; 24 86; 38 67; 30 102; 47p12 116; 26 180; 39 45; 12 87; 24 135; 38 109; 31 169; 50p13 206; 45 335; 69 69; 18 145; 40 240; 68 181; 52 298; 88p17 135; 19 210; 30 55; 10 105; 18 162; 27 132; 23 207; 38p18 313; 41 520; 65 105; 18 227; 39 378; 65 295; 52 493; 90p19 548; 69 950; 110 162; 27 378; 65 664; 116 496; 88 868; 158



ANHANG A. TABELLEN MIT JAMES-GEWICHTSR�AUMEN D�#;�;� 87�� p22 p23 p24 p25 p26 p27 p28p3 31; 14 42; 20 26; 12 35; 17 47; 24 63; 34 84; 48p6 41; 24 56; 34 35; 21 48; 30 66; 43 91; 62 126; 90p7 132; 51 197; 79 104; 42 156; 66 232; 103 343; 161 504; 252p11 154; 73 230; 112 123; 61 186; 96 280; 151 420; 238 630; 378p12 263; 80 410; 128 212; 68 330; 111 515; 182 805; 301 1260; 504p13 486; 147 785; 242 372; 120 606; 204 980; 346 1575; 588 2520; 1008p17 324; 61 510; 100 264; 52 417; 87 660; 145 1050; 245 1680; 420p18 822; 153 1370; 260 644; 128 1077; 225 1800; 395 3010; 700 5040; 1260p19 1508; 279 2600; 485 1140; 228 1980; 414 3420; 750 5880; 1365 10080; 2520
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