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Schurfunktion

lassische Definition
(Jacobi 1841, de functionibus alternantibus ..., Crelle
22)

Alphabet = = {x1,...,2,}

(= Variablen eines multivariaten Polynoms)
Exponentenvektor I = (Iy,...,1,) € N”

‘ZIZ‘I‘ = det(:v?_jJrlj)

UNIVERSITAT
. w BAYREUTH .—p.3/45




Schurfunktion

3 Variablen x = {a,b,c}, I = (2,1,0)

2+2 1+1 0

a a a
‘xl‘ —det | p22 plHl g0
2+2 410

Spezialfall 7 = (0,0, ...) = Vandermonde
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Schurfunktion

'l ist ein alternierendes Polynom und kann daher

durch ‘x@’or--)‘geteilt werden.
i

Si(@) = 2(00.)]

Sr(x) 1st ein symmetrisches Polynom (damals als
Bialternant bezeichnet) heute als Schurpolynom.
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Schurfunktion

a’® 1
bt b 1
1
a 1

b 1
c 1
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Fakten Uber Schurfunktion

n—j—I—Ij

Alle Exponenten In det(z, ) vers.,
sonst S; =0
* 0. E. schwach fallende Folge I
=:Partition

* Grad von Syist > I;=:|]|
=: Gewicht der Partition I

e Partition I = (1 >, >...> 1> 1,,1=0,0,...)
s =: Lange der Partition I=:[(I)
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Fakten Uber Schurfunktion

A% .=symmetrische Polynome in » Variablen vom
Grad £+Nullpolynom

° {S](iEl,...,:En) || =k, (1) < n}

ist (Vektorraum) Basis von A%,

* A, :=symmetrische Polynome in n Variablen
* A, = ®A* graded Ring

° {Si(x1,...,x,) : I Partition der Lange < n}
Ist (Vektorraum) Basis von A,,.
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Fakten Uber Schurfunktion

Es qilt:
SI,O(:EbIQa ey Iy O) — S](iEl,ZCQ, R wan)

Fir Partition 7 = (I; > ... > I;, > 0) € N¥ ist die
Schurfunktion S; das inverse Limit (informal S;
Polynom in unendlich vielen Variablen)

A :=symmetrische Funktionen
A = ®A¥ graded Ring
{S : I Partition} ist (Vektorraum) Basis von A.
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Weltere Basen von A

1) = S

_J/

-~

k

* elementar symmetrische Funktion e,

B I
€k = Z1:0/1-Folge mit Summe« *

wobei ! = x{lx? e

* {e1,e9,...} algebraisch unabhangig
* A = Polynomring mit Variablen e¢;
* {er:=[Tley, : I Partition} ist (Vektorraum) Basis
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Weitere Basen von

k)

 vollstandig symmetrische Funktion A,

° — : d
h = ZJ:N_Folge mit Summe r *

* {h1, ho, ...} algebraisch unabhangig
* A =Polynomring mit Variablen h;
* {hr:=11hs, : I Partition} ist (Vektorraum) Basis
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Weltere Basen von A

* Partition I = (I, ..., Iy)

my(z1,...,x,) :=0rbit von z{'z2 - - - unter
symmetrischer Gruppe

=:monomial symmetrische Polynom
* m; monomial symmetrische Funktion
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Skalarprodukt

» Skalarprodukt (mr, hs) := dr; (Hall 1959)
° px = my) Potenzsumme

algebraisch unabhangig

{pr :=[1ps, : I Partition} ist orthogonale Basis

» Schurfunktionen = orthonormale Basis von

(Av <_7 _>)
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Irreduzible Charaktere der
symmetrischen Gruppe

C'F,:= Menge der Klassenfunktionen auf der
symmetrischen Gruppe S,,.

» Skalarprodukt auf CF,: (f,g) == 5> cq f(0)g(0)
» Frobenius-Isometrie: (CE,, (—, —)) < (A", (—, =)
* Schurfunktion < lrreduzibler Charakter
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Fis311) =
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sualisiere Partition I mit Ferrers-Diagramm F;
(Norman Macleod Ferrers (1829 - 1930))

(im 1. Quadranten)

kombinatorische Definition
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N Wl D>~

2

A

* In den Spalten streng steigend

kombinatorische Definition

ullt man die Boxen von £y mit den Zahlen 1,2, 3, ...
entsprechend den Regeln

* In den Zeilen schwach steigend

1

1

2

2

3

erhalt man ein Tableau vom Umriss I (Beispiel hat
umriss (5,3,1,1))
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7 vorkommt.

Beispiel:
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¢ = (c1,...) =: Inhalt von .

RIN WS

kombinatorische Definition

iInem Tableau ¢ wird ein Monom zugeordnet:
' .= [[ 27 wobei ¢; zahlt wieoft eine Box mit der Ziffer

, xt = x%x%x%xﬁ
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kombinatorische Definition

churpolynom

Sr(x1,...,x,) = Z !
t Tableau vom Umriss I
max Eintrag n

Schurfunktion

St = Z zt

+ Tableau vom Umriss 1
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b C
alb| alb
a ab? abc
C C C
alc| |b|/b| blc
abc ac? b’c bc?

Sa.1(a, b, c)=a*b+a?ctab*+2abctac? +b* c+bc?,
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kombinatorische Definition
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Plethysmus

7S]

* Wahle als Alphabet die Tableaux erzeugt durch
die innere Schurfunktion S;.

Beispiel: Schurpolynom Ss;[Ss1](a, b)

b b b
alalal+|alalb|+|al|b|b

S31(a,b) =
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Plethysmus

* Wabhle eine beliebige Totalordnung auf den
Tableaux vom Umriss J

Beispiel:

b b b
alalal<|alalb|<|al|b|b
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Plethysmus

er Plethysmus S;[S;] ist die erzeugende Funktion der
Tableaux vom Umriss I mit Eintragen aus den
Tableaux erzeugt von S;.

* S11Sy] ist wieder eine symmetrische Funktion
* Grad von S7[S;] st |I|-|J|

* Eingefuhrt von Littlewood (1950 anders), Name
von M. L. Clark
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Plethysmus

Beispiel:Schurpolynom Ss:[Ss1](a, b)
SQl(a’7 b7 C)

b C b C
alal alal |albl||alb
b C C C
alc|llalc| |bl/b| |bl|c

Jetzt als Alphabet die drei Tableaux von Ss;(a, b), dann

S21531](a, b)= Sa1( ’ ’ ’ )

a a a a a b a b b
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Plethysmus

eiSpiEkSQl [531] (a, b):

b | b | b |

aa‘b‘ ab‘b‘ aa‘b‘

b | b b | b b | b

+ + +

aa‘a‘ aa‘a‘ aa‘a‘ aa‘a‘ aa‘a‘ aa‘b‘
b | b | b | b | b |
alblb] alalb] alb|b] alb|b] alb|b]
b | b +T b +T b +T b | +T b |
aa‘a‘ aa‘b‘ aa‘a‘ ab‘b‘ aa‘a‘ ab‘b‘ aa‘b‘ aa‘b‘ aa‘b‘ ab‘b‘

=aB®b* 4+ 247 + 24980 + 2a°0" + b8
= Sga(a,b) + S75(a, b)
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Offenes Problem

s gilt

SilSs1 =) crikSk
K

mit crik € N.
Gesucht eine kombinatorische Beschreibung,
vergleichbar der Littlewood-Richardson Regel, die fur

Sr-S;=> brxSk
K

eine kombinatorische Beschreibung der b; 5 liefert.
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Irreduzible Charaktere der
symmetrischen Gruppe

er Produktzerlegung

Sr-S;=> brxSk
K

entspricht die Zerlegung einer irreduziblen Darstellung
von S, x S,,,die in S, ., hoch induziert wird.
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Irreduzible Charaktere der
symmetrischen Gruppe

Der Produktzerlegung

Sr-S;=> brxSk
K

entspricht die Zerlegung einer irreduziblen Darstellung
von S, x S,,,die in S, ., hoch induziert wird.
Der Plethysmuszerlegung

StlSs1 =) crixSk
K

entspricht die Zerlegung einer irreduziblen Darstellung
von S,,1 S, die in S,,,,, hoch induziert wird.
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Plethysmus S, [S,,]

- [Sm| ISt die erzeugende Funktion der Fullungen des
Ferrers-Diagramms F,,,» mit den Zahlen 1,2, ...
entsprechend den beiden Regeln

* In den Zeilen schwach ansteigend

* die Zeilenworter sind lexikographisch schwach
ansteigend
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Plethysmus S, [S,,]

aa | aa | ac

\ aa | aa | cc
b|cC C|C
alal |ala
alal |ala
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Plethysmus S, [S,,]

Ir bezeichnen eine derartige Fullung des
Ferrers-Diagramms als Plethysmus-Fullung. Die
erzeugende Funktion wird mit

P

bezeichnet. Allgemein flr eine Partition 7 mit a4
Einsen, ay Zwelen ... definiere

Py = H P,
)
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Plethysmus S, [S,,]
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Plethysmus S, [S,,]

usammenfassen der Plethysmus Fullungen gemass
dem kleinsten Eintrag (= a), ergibt folgende Rekursion

n-m
Pyn(a,b,c,...) = Zai Z Pr(b,c,d,...)
i=0  |I|=nm—i,ICm»
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eispiel:S3[S2](a, b, ¢) =

PlethysmUS Sn[sm]

Q
Q
QO
QO
B

ala| |a| a a

alal |a| a a  a
P 12 Pz
a
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Plethysmus S, [S,,]

eispiel: S3[.So]

0
1
2 11
21 111
22 211
221
222
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Plethysmus S, [S,,]

eispiel:S3[S2](a, b, ¢) =

a|a
a|a
a|a

S3S2](a, b, c) = Sg(a,b,c) + ...
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Plethysmus S, [S,,]

eispiel:S3[Ss](a, b, ¢)

a| P
a| a
a| a

S3S2](a, b, c) = Sg(a,b,c) + ...

Die Tableaux in S5[S2] mit 5 minimalen Eintragen
werden erzeugt durch a5 (b, ¢, ..).
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Plethysmus S, [S,,]

eispiel:S3[Ss](a, b, ¢)

a| P
a| a
a| a

S3152](a, b, c) = Sg(a, b, c) + ...

Die Tableaux in S5[S2] mit 5 minimalen Eintragen
werden erzeugt durch a5 (b, c, ..).

Ist dies der selbe Beitrag der auch schon vom
aktuellen Ergebnis Sg(a, b, c, ...) erklart wird?
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Schieftableau
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Schieftableau
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Schieftableau

ttlewood-Richardson-Regel hat zwei Telle:

Sr-S;=> brxSk
K

und die gleichen Koeffizienten erscheinen in der
Zerlegung der Schief-Schur-Funktion, die die
erzeugende Funktion fur die Schieftableaux ist:

Skir =Y brixSy
K
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Plethysmus S, [S,,]

eispiel:S3[Ss](a, b, ¢)

a| P
a| a
a| a

S3152](a, b, c) = Sg(a, b, c) + ...

Die Tableaux in S5[S2] mit 5 minimalen Eintragen
werden erzeugt durch a5 (b, c, ..).

Ist dies der selbe Beitrag der auch schon vom
aktuellen Ergebnis Sg(a, b, c, ...) erklart wird?
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eispiel:S3[Ss](a, b, ¢)

a| P
a| a
a| a

S3152](a, b, c) = Sg(a, b, c) + ...

Die Tableaux in S5[S2] mit 5 minimalen Eintragen
werden erzeugt durch a5 (b, c, ..).

Ist dies der selbe Beitrag der auch schon vom
aktuellen Ergebnis Sg(a, b, c, ...) erklart wird?
Dazu vergleiche: S; /5 = 517 In diesem Fall ja.
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Plethysmus S, [S,,]
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Plethysmus S, [S,,]

eispiel:S3[Ss](a, b, ¢)

a | P P
a a | a
a| a a | a

das bisherige Ergebnis: S3[Ss] = Sg + ...
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Plethysmus S, [S,,]

eispiel:S3[Ss](a, b, ¢)

a | P P
a a | a
a| a a | a

das bisherige Ergebnis: S3[Ss] = Sg + ...
aus Rekursion: P2 = P, = S5 zusammen 255
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eispiel:Ss[S2](a, b, ¢)

Plethysmus S,[S,,]

a | P P
a a|a
a| a a | a

das bisherige Ergebnis: S3[Ss] = Sg + ...
aus Rekursion: P2 = P, = S5 zusammen 255
Jetzt S5,4 = S2 # 25> nicht alle Tableaux im Ergebnis

werden durch das aktuelle Zwischenergebnis erklart.

Als neuer Bestandteill kommt die Schurfunktion hinzu,
die den Belitrag S, liefert, dies ist die Schurfunktion mit

dem zusatzlichen Tell 4 In der Partition.
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~ Beispiel:S5[Ss](a, b, ¢)

Plethysmus S,[S,,]

a | P P
a a|a
a| a a | a

das bisherige Ergebnis: S3[Ss] = Sg + ...
aus Rekursion: P2 = P, = S5 zusammen 255
Jetzt S5,4 = S2 # 25> nicht alle Tableaux im Ergebnis

werden durch das aktuelle Zwischenergebnis erklart.
Als neuer Bestandteill kommt die Schurfunktion hinzu,
die den Belitrag S, liefert, dies ist die Schurfunktion mit

dem zusatzlichen Teil 4 in der Partition.
Das neue aktuelle Ergebnis ist dann: Sg + S42
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INIT

result R=S,,,,

fori=nm-1tom

Alle Partitionen J vom Gewicht nm — 7 innerhalb m"

Part := UJQm”,|J|=i

Berechne dem Beitrag vom result zum level 7

con = ;. S1/i

Berechne per Rekursion den wirklichen Beitrag

TGIC = ZJEPart PJ

Flge die zusatzlichen Teile zum Ergebnis

l:=rek —conjly; ==Y 1 SiniR = R+ 1y,

done

ENDE

return result R

Algorithmus
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Ergebnisse
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Ergebnisse

>, B

u<n™. |u|l=nm—=k

Ahnliche Algorithmen auch fuir: S,,[Sim],512[Sn],S1[S1m]
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Ergebnisse

>, B

u<n™. |u|l=nm—=k

Ahnliche Algorithmen auch fuir: S,,[Sim],512[Sn],S1[S1m]

Ahnliche Algorithmen auch fir Darstellung des
Ergebnisses in einer anderen Basis
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Grundlagen flr einen schnellen
Algorithmus

Schnelle Algorithmen fur

* Multiplikation von Schurfunktionen (Lascoux,
Schutzenberger)

» Zerlegung von Schiefschurfunktionen (K.)

Bestandteil der Computeralgebrasysteme MAGMA,
SYMMETRICA
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